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PREFAZIONE. 


JJa  teoria  delle  funzioni  analitiche,  nata  da  un 
quarto  di  secolo  appena,  ha  raggiunto  in  questo 
breve  periodo  un  cosi  fiorente  sviluppo,  che  sem- 
bra ormai  venuto  il  momento  di  raccoglierne  ed 
ordinarne  i  risultati.  E  questo  lo  scopo  del  pre- 
sente lavoro. 

Nella  compilazione  di  esso  mi  sono  attenuto  co- 
stantemente al  metodo  elementare  di  "^Yeierstrass, 
che,  rendendo  l'Analisi  indipendente  dal  Calcolo 
infinitesimale,  fa  di  essa  una  continuazione  imme- 
diata dell'Algebra,  mentre  secondo  il  metodo  di 
Cauchy  e  Riemann  essa  appare  piuttosto  come  il 
Calcolo  infinitesimale  delle  quantità  complesse. 
Questa  esclusività  verrà  variamente  giudicata;  ed 
io  stesso  non  disconosco  che  possa  essere  utile, 
sotto  qualche  riguardo,  valersi  promiscuamente  dei 
due  metodi,  come  ne  danno  l'esempio  egregi  ana- 
listi. Tuttavia  ritengo  che  l'uso  d'un  unico  metodo 
giovi  all'euritmia  ed  all'eleganza  dell'esposizione; 
e  inoltre  —  ciò  che  è   più   importante  —   che  il 
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cercare  di  procedere  quanto  più  innanzi  si  può 
coir  aiuto  d' un  solo  istrumento  sia  fatica  tutt'altro 
che  inutile,  ed  anzi,  per  lo  sforzo  che  richiede, 
possa  condurre  a  notevoli  risultati. 

11  volume  è  diviso  in  tre  parti.  Nella  prima  ho 
raccolto  tutte  quelle  nozioni  della  teoria  degli  ag- 
gregati che  costituiscono  un  sussidio  indispensa- 
bile dell'Analisi.  Nella  seconda  ho  esposto  la  parte 
della  teoria  delle  funzioni  analitiche  che  è  dive- 
nuta ormai  classica.  Nella  terza  infine  ho  riunito 
quei  nuovi  capitoli  della  teoria  che,  tuttora  in  via 
di  formazione,  non  permettono  peranco  una  trat- 
tazione sistematica. 

Questa  terza  parte  consta,  per  necessità  di  cose, 
di  capitoli  staccati  e  senza  un  nesso  evidente  fra 
loro;  e  gli  argomenti  vi  sono  esposti,  quali  per 
esteso,  quali  succintamente.  Non  avrei  potuto  fare 
altrimenti  senza  rinunciare  alla  rigorosa  unifor- 
mità di  metodo  che  mi  sono  imposta,  e,  più  an- 
cora, senza  togliere  al  libro  il  carattere  di  un  Ma- 
nuale. Infatti  le  dimostrazioni  di  alcuni  autori  si 
fondano  su  basi  estranee  alla  teoria  di  Weierstrass, 
e  d' altra  parte  i  procedimenti  geniali  di  Poincaré, 
Picard  ed  altri  non  sono  ancora  stati  abbastanza 
chiariti  in  tutti  i  loro  punti  per  poter  essere  espo- 
sti con  quella  precisione  di  dettagli  che  si  esige 
in  un  trattato.  A  chi  fosse  portato  a  giudicare 
troppo  severamente  questa  parte  del  mio  lavoro, 
dirò  che,  nell'accingermi  alla  non  lieve  fatica  della 
compilazione  di  essa,  ho  avuto  in  animo,  non  tanto 
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di  esporre  ciò  che  finora  è  stato  fatto,  quanto 
piuttosto  di  mettere  in  luce  il  molto  che  ancora 
resta  a  farsi,  di  mostrare  quali  nuovi  e  fecondi 
campi  sieuo  aperti  air  ingegno  ed  all'  attività  dei 
giovani  analisti. 

Devo  la  più  viva  riconoscenza  al  mio  carissimo 
amico  prof.  Gino  Loria  dell'Università  di  Genova, 
che  coi  suoi  suggerimenti  e  coli' aiuto  prestatomi 
nella  correzione  delle  bozze  concorse  a  rendere 
per  avventura  meno  imperfetto  questo  modesto 
lavoro. 

Messina,  giugno  1901. 

G.  VlVANTI. 
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PARTE  PRIMA. 

ELEMENTI  DELLA  TEOEIA  DEGLI  AGGREGATI. 


Definizioni  e  teoremi  fondamentali. 

1.  Dicesi  inforno  d'un  punto  in  un  piano  un 
campo  piano,  di  forma  e  di  dimensioni  arbitrarie, 
contenente  nel  suo  interno  quel  punto. 

In  certe  ricerche  analitiche  è  opportuno  —  a 
differenza  di  ciò  che  si  fa  nella  Geometria  — 
considerare  il  piano  come  avente  un  solo  punto 
air  infinito.  In  tal  caso  conviene  chiamare  in- 
torno del  punto  all'infinito  la  parte  infinita  di 
piano  che  rimane  al  di  fuori  di  un  contorno  finito 
qualunque.  ** 


*  Per  la  bibliografia  dell'argomento  vedi  Yivanti,  203, 
204,  213.  (XB.  Questi  numeri  si  riferiscono  alla  —  Lista  biblio- 
grafica —  che  si  trova  in  fine  del  presente  volume.)  —  Un'  e- 
stesa  trattazione  della  teoria  degli  aggregati  fu  pubblicata 
recentemente  da  Schonflies  (186).  —  Sullo  stesso  argomento 
Miss  Hardcastle  sta  preparando  un  rapporto  da  pubbli- 
carsi negli  Atti  delV Associazione  Britannica. 

**  Riguardo  alla  via  per  cui  si  giunge  a  questa  defini- 
zione, vedasi  il  mio  Corso  di  caìcoìo  infinitesimale,  paR*  20  e 
67.  Messina,  Trimarchi,  1899. 
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2.  Chiamiamo  aggregato  un  insieme  ben  de- 
finito di  elementi  d'una  determinata  classe,  tale 
cioè  che,  dato  un  elemento,  possa  sempre  deci- 
dersi se  esso  appartenga  o  no  all'  insieme.  Noi 
avremo  a  considerare  particolarmente  gli  aggre- 
gati di  punti  posti  in  un  piano. 

Un  aggregato  dicesi  finito,  se,  togliendo  da  esso 
successivamente  elementi  e  facendo  corrispondere 
a  questi  ordinatamente  i.  termini  della  serie  natu- 
rale dei  numeri,  si  giunge  infine  ad  un  termine 
di  questa,  oltre  il  quale  Toperazione  non  può  più 
ripetersi,  perchè  furono  ormai  tolti  tutti  gli  ele- 
menti dell'  aggregato.  Designando  pertanto  tali 
elementi  con  una  medesima  lettera  portante  per 
indici  rispettivamente  i  numeri  che  ad  essi  corri- 
spondono, potrà  sempre  rappresentarsi  un  aggre- 


gato finito  così 


^1 1    ^2  ?  •  •  •  1    ^ìi  ' 


Un  aggregato  non  finito  dicesi  infinito. 

3.  Un  punto  dicesi  punto  limite  d'un  dato 
aggregato  di  punti  posti  in  un  piano,  se  in  qua- 
lunque suo  intorno  sono  contenuti  punti  dell'ag- 
gregato diversi  da  esso.  —  P.  es  :  l'aggregato  di 
tutti  i  punti  del  piano,  le  cui  coordinate  cartesiane 
rispetto  a  due  assi  sono  razionali,  ha  per  punti  li- 
miti tutti  i  punti  del  piano;  l'aggregato  di  tutti  i 
punti  d'intersezione  di  due  fasci  di  rette  parallele 
ed  equidistanti  ha  per  solo  punto  limite  il  punto 
all'  infinito. 

Un  punto  limite  d'un  aggregato  può,  o  non,  ap- 
partenere all'aggregato  stesso. 

4.  Un  aggregato  finito  non  ha  alcun  punto 
limite. 
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Infatti  : 

a)  Il  puuto  all'iufiuito  non  può  essere  un  suo 
punto  limite,  perchè  si  può  sempre  descrivere  un 
contorno  finito  che  racchiuda  tutti  i  punti  dell'ag- 
gregato posti  a  distanza  finita; 

b)  Un  altro  punto  qualunque  P  non  può  es- 
serlo, perchè,  se  ò  è  la  più  piccola  tra  le  distanze 
di  P  dai  Tari  punti  dell'aggregato  (escluso  P 
stesso,  se  ne  fa  parte),  un  cerchio  col  centro  in  P 
e  di  raggio  minore  di  o  non  può  racchiudere  al- 
cun punto  appartenente  all'aggregato,  tranne  tut- 
t'al  più  P  stesso. 

5.  Un  aggregato  infinito  ammette  almeìio  un 
-punto  limite. 

Possono  darsi  due  casi:  o  esiste  un  rettangolo 
di  dimensioni  finite  contenente  nel  suo  interno 
tutti  i  punti  del  dato  aggregato  A^  o  non  ne  esi- 
ste alcuno.  Nel  secondo  caso  il  punto  all'infinito 
del  piano  è  un  punto  limite  dell'aggregato.  Nel 
primo  caso,  diviso  il  rettangolo  considerato  y-  in 
4  rettangoli  eguali  f^i,  821  Ps^  Pi  mediante  due  pa- 
rallele ai  lati,  uno  almeno  dei  4  rettangoli,  p.  es. 
Sj,  conterrà  infiniti  punti  di  A.  Diviso  S,  nello, 
stesso  modo  in  4  rettangoli  eguali  Yi,  yg?  Tsi  T41 
uno  almeno  di  questi,  p.  es.  y^,  conterrà  infiniti 
punti  di  A.  E  così  di  seguito.  Le  coordinate  dei 
yertici  dei  rettangoli  y-,  S|,  Ti,...  rispetto  a  due 
assi  paralleli  ai  lati  di  a  formano  due  C02:>pie  di 
classi^  e  il  punto  P  avente  per  coordinate  i  loro 
elementi  di  separazione  è  interno  a  tutti  quei  ret- 
tangoli; dato  quindi  un  intorno  qualunque  di  /\ 
può  sempre  trovarsi  un  primo  rettangolo  della 
successione  in  esso  contenuto,  sicché  l'intorno  rac- 
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chiude  certamente  infiniti  punti  di  A.  Dunque  P 
è  punto  limite  del  dato  aggregato. 

6.  L'insieme  di  tutti  i  punti  limiti  d'  un  ag- 
gregato A  dicesi  il  derivato  di  J.  e  si  denota  con 
A'.  Se  A'  consta  di  infiniti  punti,  esso  ammette 
un  insieme  derivato  A"^  che  dicesi  derivato  se- 
condo di  A.  E  così  via. 

Se  dopo  un  numero  finito  n  di  derivazioni  si 
ottiene  un  aggregato  finito  J.("\  si  dice  che  A  è 
di  primo  genere  e  di  specie  n;  in  caso  contrario 
A  dicesi  di  secondo  genere. 

7.  Qualunque  sia  l'aggregato  A^  A"  è  conte- 
nuto in  A' . 

Se  P  è  un  punto  qualunque  di  A'\  descritto 
un  cerchio  o  comunque  piccolo  col  centro  in  P, 
entro  di  esso  giaceranno  punti  di  A'  diversi  da  P. 
Sia  Q  uno  di  questi;  descritto,  col  centro  in  0,  un 
cerchio  s  interno  a  S  e  non  contenente  P,  in  e 
giaceranno  punti  di  A.  Ne  segue  che  entro  B  stanno 
punti  di  A  diversi  da  P,  sicché  P  è  un  punto  li- 
mite di  A  e  perciò  appartiene  ad  A'. 

8.  Un  aggregato  si  dice  isolato^  se  non  ha 
alcun  punto  comune  col  suo  derivato;  chiuso  se 
contiene  il  suo  derivato  ;  concentrato  ^  se  è  in 
esso  contenuto;  perfetto  se  è  identico  al  suo  de- 
rivato. 

Un  aggregato  dicesi  denso  ^^  in  un  campo, 
quando  tutti  i  punti  del  campo  sono  suoi  punti 
limiti,  quando  cioè  non  v'ha  alcuna  parte  (a  due 


*  Cantor  lo  chiama  insididicht  (condensato  in  «e  stesso). 
**  Seguendo  Borel  (16,  pag.  38),  adotto  la  parola  denso 
in  luogo  dell'altra  condensato  comunemente  in  uso. 
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dimengioni)  del  campo,  per  quanto  piccola,  non 
contenente  punti  dell'aggregato. 

Un  aggregato  dicesi  coiuìesso  se,  presi  due  punti 
qualunque  P,  Q  di  esso,  e  data  una  quantità  (^ 
arbitrariamente  piccola,  può  trovarsi  un  numero 
finito  di  punti  .4i,  ^2, . . , ,  ^n  dell'aggregato,  tali 
che  i  segmenti  P Ai^  AiAo^...^An-iAn,  AnQ 
sieno  tutti  minori  di  7. 

Un  aggregato  perfetto  e  connesso  dicesi  con- 
tinuo. 

9.  Ogni  aggregato  connesso  è  concentrato. 
Infatti,  se  un  punto  P  dell'aggregato  non  fosse 

un  suo  punto  limite,  si  potrebbe  descrivere  un 
cerchio  col  centro  in  P  non  contenente,  oltre  P, 
alcun  altro  punto  dell' aggregato  ;  e  però  non  sa- 
rebbe possibile  congiungere  P  con  un  altro  punto 
dell'aggregato  mediante  una  spezzata  come  quella 
dell'art,  prec.  avente  i  lati  minori  del  raggio  di 
quel  cerchio. 

10.  Se  un  aggregato  A  è  concentrato^  il  suo 
derivato  e  perfetto. 

Sia  P  un  punto  di  A\  ossia  un  punto  limite  di 
A;  poiché  A  e  contenuto  in  A\  P  sarà  punto  li- 
mite di  A\  e  però  apparterrà  ad  A".  Dunque  A' 
è  contenuto  in  A".  Ma  A"  è  contenuto  in  A'  (ar- 
ticolo 7),  quindi  A'  è  perfetto. 

ì\.  Se  un  aggregato  perfetto  A  ne  contiene 
uno  chiuso  A^j  l'aggregato  residuo  Ao  è  concen- 
trato. 

Sia  P  un  punto  di  A-2\  poiché  esso  appartiene 
ad  A.  sarà  punto  limite  di  A.,  e,  non  potendo  es- 
serlo di  Al  (giacche  tutti  i  punti  limiti  di  A^  ap- 
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partengono  ad  ^i),  lo  sarà  di   A^.    Dunque  A^  è 
concentrato.  ^ 


Potenza  degli  aggregati. 

12.  Si  dice  che  due  aggregati  hanno  egual 
potenza  o  sono  equivalenti^  quando  tra  i  loro  ele- 
menti (sulla  cui  natura  non  si  fa  alcuna  ipotesi 
speciale)  può  stabilirsi  una  corrispondenza  biuni- 
voca e  completa^  —  tale  cioè,  che  ad  ogni  elemento 
d'uno  degli  aggregati  corrisponda  uno  ed  un  solo 
elemento  dell'altro,  e  viceversa. 

Con  ciò  noi  possiamo  ritenere,  secondo  i  prin- 
cipi della  teoria  generale  delle  grandezze,  di  avere 
legittimamente  definito  l'ente  potenza.  ^* 

Il  concetto  d'eguaglianza  di  potenze  da  noi  in- 
trodotto possiede,  come  è  facile  accertarsene,  le 
3  proprietà  caratteristiche  dell'eguaglianza  in  ge- 
nere : 

a)  Ogni  ente  è  eguale  a  se  stesso. 

h)  Se  un  ente  è  eguale  ad  un  altro,  il  secondo 
è  eguale  al  primo. 

e)  Due  enti  eguali  ad  un  terzo  sono  eguali 
tra  loro. 


*  Le  definizioni  e  i  teoremi  esposti  in  questo  capitolo 
possono  estendersi  immediatamente  ag-li  aggregati  di  punti 
I)Osti  in  uno  spazio  ad  n  dimensioni. 

**  Yedi  Bettazzi,  Teoria  delle  grandezze^  pag.  3-7.  Pisa, 
Spoerri,  1890.  —-  La  definizione  di  potenza  è  una  di  quelle 
che  i  logici  chiamano  definizioni  per  astrazione.  Y.  Biirali- 
FoRTi,  Logica  matematica^  pag.  140.  Milano,  Hoepli,  1894. 
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L'equivalenza  di  due  aggregati  A^,  Ao  si  de- 
nota col  segno: 

A,  ~  J.2. 

1  3.  Il  più  semplice  aggregato  infinito  che  si 
presenta  al  nostro  studio  è  quello  costituito  da 
tutti  i  numeri  naturali;  lo  indicheremo  con  N. 

Diremo  numerahile  ogni  aggregato  avente  egual 
potenza  di  N. 

14.  Qualunque  aggregato  iìi finito  contiene  un 
aggregato  numerabile. 

La  proprietà  caratteristica,  per  la  quale  noi  di- 
ciamo che  un  aggregato  è  infinito,  è  questa  (art.  2)  : 
che,  dopo  aver  tolto  da  esso  un  numero  finito  qua' 
lunque  di  elementi,  sempre  altri  ne  rimangono. 
Levato  pertanto  dal  dato  aggregato  A  un  ele- 
mento «1,  ne  potremo  levare  un  secondo  ao,  e 
poi  un  terzo  a-^,  e  tale  operazione  potrà  prose- 
guirsi indefinitamente.  Ora  l'insieme  «j,  r/9,  «3, .  •  • 
è  numerabile,  perchè  fra  esso  ed  N  può  stabi- 
lirsi una  corrispondenza  biunivoca  e  completa  fa- 
cendo corrispondere,  qualunque  sia  il  numero  in- 
tero r,  air  elemento  ar  del  primo  l'elemento  r  del 
secondo. 

15.  Se  si  hanno  due  aggregati  equivalenti^ 
e  da  ciascuno  di  essi  si  foglie  vn  elemento  qual- 
siasi, gli  aggregati  residui  sono  ancora  equiva- 
lenti. 

Siene  A,  B  i  due  aggregati,  e  si  tolgano  da 
essi  rispettivamente  gli  elementi  a,  b.  Indicheremo 
con  0,  D  gli  aggregati  residui,  scrivendo: 

A  =  a-{~  C\        B  =  b-\-D. 
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Se  a  e  b  sono  omologhi  nella  corrispondenza 
clie  stabilisce  l'equivalenza  ài  A  e  B^  evidente- 
mente la  corrispondenza  stessa  stabilisce  1'  equi- 
valenza dì  C  e  D.  Se  non  lo  sono,  sia  a^  l'omo- 
logo di  b  in  ^4,  ^i  l'omologo  di  a  in  B^  e  scriviamo: 

C:=a^-\-E,        D  =  b^  +  F. 

Gli  elementi  dì  E  e  quelli  di  F  sono  tra  loro 
omologhi  nella  corrispondenza  precedentemente 
stabilita;  se  si  fanno  inoltre  corrispondere  tra  loro 
gli  elementi  «i  e  è^,  si  avrà  stabilito  l'equivalenza- 
degli  aggregati  C,  IJ. 

1  6.  Nessuna  parte  finita  cVun  aggregato  può 
essere  equivalente  alV  aggregato  stesso. 

Sia: 

Al  ==  ^1+  «2  +  . . .  +  an 

una  parte  finita  d'un  aggregato  yl;  e  suppongasi 
A  ~  A^.  Se  da  A  e  da  A^  si  toglie  l'elemento  co- 
mune ^1,  si  ottengono  ancora  due  aggregati  equi- 
valenti (art.  15);  così  togliendo  successivamente 
a^^  «3,  ecc.  Ma,  dopo  avere  eseguito  n  volte  tale 
operazione,  rimarrà  da  una  parte  un  aggregato 
contenente  certamente  qualche  elemento  (cioè  tutti 
gli  elementi  di  A  non  appartenenti  ad  ^4i),  dall'al- 
tra un  aggregato  che  non  ne  contiene  più  alcuno; 
e  l'equivalenza  fra  essi  non  può  sussistere.  Dun- 
que l'ipotesi  fatta  è  assurda. 

17.  Qualunque  aggregato  contenuto  in  un  ag- 
gregato finito  è  finito. 
Sia  l'aggregato  finito: 

«1,  a.i, . . .  «7, 
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e  consideriamo  la  sua  parte  f/3,  ^5,  «g.  Invece 
(Iella  corrispondenza: 

1,    2,    3,    4,    5,    6,    7, 
au  a-z,  as,  «4,  f/5,  «g,  a^, 

(dove  gli  elementi  omologhi  si  sono  posti  vertical- 
mente gli  uni  sopra  gli  altri),  possiamo,  scam- 
biando o'i  con  f/3,  formare  l'altra: 

1,    2,    3,    4,    5,    6,    7, 
«3,  a^,  au  a-i,  «5,  ^6,  «7, 
poi,  scambiando  a^  con  %,  la  terza: 
1,    2,    3,    4,    5,    6,    7, 

^3,    ^5,    ^^1,    f?i,    ^2>    «'g,    «7, 

e  infine,  scambiando  a^  con  «g,  la  quarta: 
1,    2,    3,    4,    5,    6,    7, 

^3,    «5,    ^6;    «4^    ^21    «1,    «71 

da  cui  risulta  che  l'aggregato  («3,  «5,  «g)  è  equi- 
valente air  aggregato  (1,  2,  3),  cioè  è  finito. 

18.  Dall'art.  16  segue  come  caso  particolare, 
tenendo  conto  dell'art.  17:  Un  aggregato  finito 
non  può  essere  equivalente  ad  alcuna  sua  parte.  * 


*  Al  lettore  inesperto,  che  fosse  tentato  a  giudicare  as- 
siomatici alcuni  dei  risultati  qui  stabiliti  e  quindi  superflue 
le  relative  dimostrazioni,  consigliamo  di  addentrarsi  un  po' 
più  in  questa  delicata  e  difficile  parte  dell'analisi.  Egli  si 
avvedrà  ben  tosto  che  alcune  delle  proprietà,  che  si  sogliono 
erroneamente  considerare  come  assiomi  logici,  cessano  di 
sussistere  non  appena  dagli  aggregati  finiti  si  passa  agli  in- 
finiti. Leggasi  p.  es.  il  seguito  di  questo  articolo. 
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A  questo  teorema  fa  riscontro  il  seguente  : 
Dato  un  aggregato  infinito^  esiste  sempre  un  ag- 
gregato in  esso  contenuto  e  ad  esso  equivalente. 

Sia^  un  aggregato  infinito,  e  sieno  a^,  «2?  •  •  • 
gli  elementi  d' un  aggregato  numerabile  Ai  in  esso 
contenuto.  Scriviamo: 

A  =  Ai-^  B, 

e  indichiamo  inoltre  con  A2  l'aggregato  ottenuto 
togliendo  da  Ai  l'elemento  ai.  Tra  l'aggregato  ^ 
e  l'aggregato  ^3  =  J?  +  ^  in  esso  contenuto  può 
stabilirsi  una  corrispondenza  biunivoca  e  completa 
nel  modo  seguente  :  agli  elementi  j5  di  A  sì  fanno 
corrispondere  in  A^  gli  elementi  stessi,  agli  ele- 
menti ai,  0^2, .. .  di  A  si  fanno  corrispondere  gli 
elementi  «g,  ^3,  • . .  di  A^-  Con  ciò  è  stabilita  l'e- 
quivalenza di  A  e  del  suo  aggregato  parziale  A-^. 
1 9.  Se  due  aggregati  infiniti  sono  tali^  che  cia- 
scuno di  essi  contiene  un  aggregato  parziale  equi- 
valente air  altro^  essi  sono  equivalenti.  * 

Siano  A,  B  i  due  aggregati,  ^1,  Bi  le  loro 
parti  tali  che: 

A-  Bi,        B-  Al. 

Sia  A2  la  parte  di  Ai  omologa  alla  parte  Bi  di 
B  nella  corrispondenza  tra  Ai  e  jB;  sarà: 

A2-B1-  A. 

Sia  J3  la  parte  di  Ao  omologa  alla  parte  Ai  di 
A  nella  corrispondenza  tra  A2  e  A;  sarà: 

As  '^  Al. 

*  V.  BoREL,  op.  cit.,  pag.  104-106. 
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E  così  di  seguito.  Ciascuno  degli  aggregati  A, 
Al,  Ac,^  Jg,  A^,...  conterrà  tutti  i  successivi,  e 
noi  porremo: 

A  =  A^^  Ci,     ^1 = ^2  +  a, . . . 

Poiché  ciascuno  degli  aggregati  A^^  Ao, ...  è 
equivalente  all'  uno  od  all'  altro  degli  aggregati 
infiniti  A^  B,  essi  consteranno  tutti  di  infiniti  ele- 
menti, e  il  loro  processo  di  formazione  potrà  con- 
tinuarsi indefinitamente.  Detto  D  l'insieme  degli 
elementi  comuni  a  tutti  quegli  aggregati  (insieme 
che  può  anche  eventualmente  essere  nullo),  si  avrà  : 

A  =D-TC,-}-a  -r  0,-^0^  +  ... 
A,=r.D-hC,  +  C,~  C,-hC5  +  ... 

Ora,  poiché  nella  corrispondenza  esistente  tra  A 
ed  A2  le  loro  parti  rispettive  ^j,  A^  sono  omolo- 
ghe, lo  stesso  avrà  luogo  per  le  parti  residue  C^, 
C3;  e  però  sarà: 

Analogamente  si  avrà  in  generale: 

Cr  ~  a-+2. 

Scrivendo  pertanto  l'espressione  di  A  cosi: 

A  =  D-rC^+C^-\  C,  -i-  C3  +  . . . , 

e  confrontandola  con  quella  di  Ai,  si  vede  che 
ciascuno  dei  due  aggregati  A,  Ai  risulta  decom- 
posto in  un  insieme  numerabile  di  aggregati  par- 
ziali, e  che  gli  aggregati  che  si  corrispondono  or- 
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dinatamente  nelle  due  decomposizioni,  o  sono  iden- 
tici, 0  sono  equivalenti.  Ne  segue: 

e  quindi: 

A-B. 

20.  Reciprocamente:    Se  due  aggregati  infi- 
niti A^  B  sono  equivalenti^  ciascuno  di  essi  con- 
tiene un  aggregato  parziale  equivalente  aW altro. 
Infatti  noi  possiamo  determinare  due  aggregati 
parziali  ^4^,  Bi  tali  che  (art.  18): 

A^A,        B,-B; 
A  -  7i, 


ma: 


quindi  : 


A^  -  B,        jBi  ~  A. 


21.  Sieno  A^  B  due  aggregati  tali,  che  A 
contenga  una  parte  equivalente  a  B  senza  che 
l'inversa  abbia  luogo;  allora  A  e  B  non  hanno 
egual  potenza  (art.  20). 

Diremo  in  tal  caso  che  la  potenza  di  A  è  mag- 
giore di  quella  di  j5,  od  anche  che  quella  di  jB  è 
minore  di  quella  dì  A."^  E  facile  dimostrare  che 


*  Potrebbe  credersi  a  prima  giunta  che,  dati  duo  aggre- 
gati A,  B^  debba  aver  luogo  di  necessità  uno  dei  casi  con- 
siderati: 0  ciascuno  di  essi  contiene  una  parte  equivalente 
all'altro,  o  A  contiene  una  parte  equivalente  a  J?,  o  J5  con- 
tiene una  parte  equivalente  ad  A.   Invece    può  presentarsi 
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i  concetti  di  maggiore  e  minore  così  introdotti  per 
l'ente  potenza  possiedono  le  3  proprietà  caratte- 
ristiche (dove  y-.  3,  ecc.  denotano  altrettante  po- 
tenze): 

a)  Se  3c>S,  3<-y. 

h)  Se  a  >  S,  a  =  a',  S  =  à',  ne  segue  ^'  >  &'. 

e;  Se  a  >  8  e  S  ^  Y,  ^-  >  Y- 

22.  La  potenza  d'un  aggregato  è  maggiore 
od  eguale  a  quella  di  qualunque  aggregato  in  esso 
contenuto. 

Sia  A  l'aggregato  dato,  Ai  una  sua  parte.  In 
A  si  può  prendere  una  parte  Ai  equivalente,  anzi 
identica,  ad  ^4^,  il  che  dimostra  l'asserto. 

Di  qui  e  dall'art.  14  segue: 

Gli  aggregati  infiniti  aventi  la  più  piccola  po- 
tenza possibile  sono  gli  aggregati  numerahili. 

Appunto  perciò  la  potenza  degli  aggregati  nu- 
merabili si  dice  la  prima  potenza. 

Segue  pure: 

Ogni  aggregato  infinito  contenuto  in  un  aggre- 
gato numerabile  è  numerabile. 


un  quarto  caso:  nessuno  dei  due  aggregati  contiene  una 
parte  equivalente  all'  altro.  Ciò  avviene  p.  es.  se  A,  B  sono 
composti  d'uno  stesso  numero  finito  di  elementi.  La  questione, 
se  in  questo  quarto  caso  i  due  aggregati  sieno  equivalenti,  non 
è  stata  ancora  completamente  risolta.  Se  essa  avesse  a  deci- 
dersi in  senso  negativo,  la  classe  delle  potenze  presenterebbe 
questa  singolarità,  che  dì  due  potenze  1'  una  potrebbe  non 
essere  né  eguale,  né  maggiore,  né  minore  dell'altra  (v.  Bo- 
REL,  op.  cit.,  pag.  103).  Cantor  {Math.  Ann^  T.  46,  pag.  484) 
asserisce  —  senza  dimostrarlo  —  che  ciò  non  è  possibile. 
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Si  ha  anche  il  teorema  più  generale: 

Se  V aggregato  Ai  è  contenuto  nelV aggregato  A, 

e  Vaggregato  A2  in  A^,  e  se  A^  è  equivalente  ad 

A^  anche  A^  è  equivalente  ad  A. 

23.  U aggregato  formato  dagli  elementi  di  due 
aggregati  numerabili  è  numerabile. 

Siene  A  {ai,  «21  •  •  •)'  ^  (^i?  ^21  •  •  •)  i  ^ue  aggre- 
gati. Facendo  corrispondere  all'elemento  a,-  il  nu- 
mero 2r — 1,  all'elemento  b,-  il  numero  2  r,  si 
viene  a  stabilire  tra  l' aggregato  A  -^  B  e  l'aggre- 
gato iV^  una  corrispondenza  biunivoca  completa;  il 
che  dimostra  l'asserto. 

24.  L'aggregato  formato  dagli  elementi  d'un 
insieme  numerabile  di  aggregati  numerabili  è  mi- 
mer  abile. 

Abbiasi  l'insieme  numerabile: 

Al,  A2,... 

di  aggregati  numerabili,  gli  elementi  dei  quali  sieno 
rispettivamente  : 

«11,      «19,    .    .    .    , 

^2b    <^22i  •  •  •  5 


Possiamo  disporre  questi  elementi  in  una  serie 
semplice  nel  seguente  modo: 

C?j],    «i2i    ^^211    ^Vò-i    (^h2i    %1?  '  •  • 

Facendo  corrispondere  a  ciascun  elemeuto  il  nu- 
mero che  designa  il  posto  da  esso  occupato  nella 
serie,  risulta  dimostrato  l'asserto. 
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25.  Applicando  più  volte  successivamente  que- 
sto teorema,  può  stabilirsi  che: 

Gli  elementi  ar,)\...r„^  dove  al  posto  degli  n  in- 
dici devono  mettersi  rispettivamente  tutti  gli  ele- 
menti di  n  aggregati  nuìnerabili,  costituiscono  un 
aggregato  numerabile. 

26.  La  potenza  d'un  aggregato  non  numera- 
bile non  muta  se  si  toglie  da  esso  un  aggregato 
numerabile. 

Sia  A  un  ajj^gregato  non  numerabile,  B  un  ag- 
gregato numerabile  in  esso  contenuto.  Posto: 

^  =  J5  +  0, 

l'aggregato  G  non  sarà  numerabile,  giacche,  se 
esso  lo  fosse,  lo  sarebbe  pure  A  (art.  23),  Sia  D 
un  aggregato  numerabile  contenuto  in  C  (art.  14)  ; 
posto  : 

C^D  T  E, 

E  non  sarà  numerabile.  Tra  gli  aggregati: 

A^B  V  I)  r  E,        C=D^E, 

può  stabilirsi  una  corrispondenza  biunivoca  com- 
pleta come  segue:  agli  elementi  di  E  in  A  si 
fanno  corrispondere  gli  elementi  stessi  in  0,  agli 
elementi  dell'aggregato  numerabile  B  ^  D  (arti- 
colo 23)  in  A  quelli  dell'aggregato  numerabile  D 
in  0.  Dunque  A  ~  C. 
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Aggregati  speciali. 

27.  U insieme  R  di  tutti  i  numeri  razionali 
è  numerabile. 
L'aggregato  numerabile  (art.  24): 


1 

1 

1 

2 

2 

2 

3 

3 

3 
^  3,..., 

contiene  tutti  gli  elementi  di  R  (ed  anzi  ciascuno 
di  questi  ripetuto  infinite  volte);  quindi  (art.  22) 
R  è  numerabile. 

28.  L'aggregato  S  di  tutti  i  numeri  algebrici 
reali  è  numerabile. 

Di  cesi  numero  algebrico  reale  ogni  radice  reale 
d^  un' equazione  algebrica  a  coefficienti  razionali  e 
col  primo  coefficiente  eguale  all'  unità.  —  Fra  tutte 
le  equazioni  di  questa  forma  a  cui  soddisfa  un 
medesimo  numero  algebrico  reale  ve  n'ha  una  di 
grado  minimo;  e  questa,  come  si  sa  dall'Algebra, 
è  unica.  11  grado  di  tale  equazione  dicesi  grado 
del  numero  algebrico. 

Dopo  ciò  sia: 

x^''  -{-  ri  a;«-i  +-  . . .  +  rn-i  x  +  r«  =  0 
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un'equazione  a  coefficienti  razionali,  Ar^ri...rn  Tag- 
gregato  dei  numeri  algebrici  reali  che  sono  radici 
di  quest'equazione  e  non  lo  sono  di  alcun' altra 
di  grado  inferiore.  Facendo  prendere  ad  rj,  r2,...,  rn 
tutti  i  possibili  yalori  razionali,  si  otterranno  cor- 
rispondentemente infiniti  aggregati  A,;r.,...fn,  che 
presi  insieme  conterranno  tutti  i  numeri  algebrici 
reali  di  grado  //,  e  ciascmio  una  sola  volta.  L'in- 
sieme di  tali  aggregati  Ar^r....rn  è  numerabile  (ar- 
ticoli 25,  27),  e  ciascuno  di  essi  contiene  nessuno, 
uno  od  un  numero  finito  di  elementi;  quindi  (ar- 
ticolo 24)  l'insieme  dei  loro  elementi,  ossia  l'ag- 
gregato dei  numeri  algebrici  reali  di  grado  n^  è 
numerabile.  Finalmente,  facendo  variare  n  per  tutti 
i  yalori  interi  e  positivi  ed  applicando  un'  altra 
volta  l'art.  24,  risulta  dimostrato  il  teorema. 

29.  L'aggregato  T  di  tutti  i  numeri  reali  coni- 
jjresi  in  un  intervallo  qualunque  non  è  numerabile. 
Per  dimostrare  questo  teorema,  noi  stabiliremo 
elle,  preso  un  aggregato  numerabile   qualunque: 

«1,  ^2, . . .  {A) 

contenuto  in  T,  esistono  certo  elementi  di  T  non 
appartenenti  ad  esso. 

Siene  a/.-,,  aL-,  i  due  primi  numeri  della  serie  (A) 
compresi  nelT  intervallo  ai  ao,  e  sia  /jj  <  Z*2.  L'in- 
tervallo at,  ai:^  sarà  contenuto  entro  f/j  «21  ^  quindi 
non  potrà  racchiudere  alcnn  numero  d'indice  mi- 
nore di  lio'  Sieno  a/.-j,  ai-^  i  due  primi  numeri  della 
serie  compresi  in  ai-,  ai-,,  e  suppongasi  k-^  <  k^. 
Sarà  : 

Z-i  ^  3,        A-o  ^  4,        7/3  ^  5, . . . 

VlVANTt.  2 
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Continuando    allo  stesso  niodo,   si    otterrà  una 
serie  d'intervalli: 

ai  (/2,  Gf/.-j  a/,.,,  «7^3  az;4,  ak^  a/,-^, . . . , 

contenuti  ciascuuo  nel  precedente,  e  tali  che  : 

//r-r  +  2, 

e  che  «A-g,..,  a/.,,,  può  contenere  soltanto  numeri  di 
indice  maggiore  di  2  r  +  2.  La  successione  : 

ai  ai;  ai-s  aicr, . . . 

è  crescente  e  la  successione: 

a 2  ak,  ah'^  ak^. . . 

è  decrescente,  e  gli  elementi  della  prima  sono  mi- 
nori dei  corrispondenti  della  seconda;  quindi  cia- 
scuna delle  due  successioni  ammette  un  limite,  e 
il  limite  p  della  prima  è  minore  o  eguale  a  quello  q 
della  seconda.  L'intervallo  pq  (che  può  anche  ri- 
dursi eventualmente  ad  un  unico  numero)  non  con- 
tiene alcun  numero  della  serie  {A).  Ne  contenga 
infatti  uno  ah  ;  determinato  r  in  modo  che  2  r  *  2 
non  sia  minore  di  //,,  ak  non  potrà  stare  nell'in- 
tervallo aA-„-,  (^hrì  nientre  esso  appartiene  all'in- 
tervallo pq  che  è  interno  a  questo.  Con  ciò  è  di- 
mostrato l'asserto. 

30.  il  teorema  precedente  può   anche  enun- 
ciarsi geometricamente  cosi: 

TJ insieme  di  tutti  i  punti  d'un  segmento  retti- 
lineo qualsiasi  ha  potenza  superiore  alla  prima. 
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Si  può  dimostrare  nello  stesso  modo  che: 

U insieme  di  tutti  i  punti  d'un  arco  curvilineo 
qualsiasi  ha  potenza  superiore  (dia  prima, 

Seg-ue  inoltre  immediatamente: 

Uinsieme  di  tutti  i  punti  d'un  campo  a  due  (od 
a  il)  dimensioni  ha  potenza  superiore  alla  2)f'ima. 

31.  Combinando  il  teorema  dell'art.  29  con 
quelli  degrli  art.  26  e  27,  si  ha: 

1/ insieme  1  di  tutti  i  numeri  irrazionali  con- 
tenuti in  un  intervallo  qualsiasi  ha  la  stessa  po- 
tenza deir insieme  dei  numeri  reali  contenuti  nello 
stesso  interrai  lo. 

32.  Se  si  hanno  in  un  piano  due  seg-menti 
qualunque,  finiti  o  no,  ah,  ed,  proiettandoli  l'uno 
sull'altro  dal  punto  d'intersezione  delle  a  e,  h  d 
si  stabilisce  fra  i  loro  punti  una  corrispondenza 
biunivoca  completa.  Dunque: 

L'insieme  dei  numeri  reali  contenuti  in  qual- 
siasi intervaUo  (o  dei  punti  di  qualsiasi  segmento) 
ha  sempre  la  stessa  potenza.  Questa  dicesi  la  po- 
tenza del  continuo  lineare. 

Dopo  ciò  il  teorema  dell'art.  31  può  enunciarsi 
così  : 

L'insieme  dei  numeri  irrazionali  contenuti  in 
qualsiasi  intervallo  ha  la  potenza  del  continuo  li- 
neare. 

33.  Dagli  articoli  25,  27  segue: 
L'insieme  dei  punti  d'un  campo  piano  qualun- 
que aventi  le  due  coordinate  cartesiane  razionali 
è  numerabile. 

34-.  U  insieme  dei  punti  d'  un  campo  piano 
aventi  le  due  coordinate  irrazionali  ha  la  stessa 
potenza  delVinsieme  di  tutti  i  punti  del  campo. 
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Consideriamo  per  semplicità  il  quadrato  avente 
i  vertici  (0,0),  (0,  1),  (1,  0),  (1,  1).  Se  si  indicano 
genericamente  con  at,.t^  i  punti  di  esso  (f^,  i^  de- 
signando le  coordinate  del  punto  ati,iX  con  a/,,/., 
i  punti  in  esso  contenuti  aventi  le  coordinate  ir- 
razionali, gl'indici  ^1,  f2  Pi'eiìderanno  tutti  i  valori 
contenuti  nell'insieme  T  dei  numeri  reali  com- 
presi tra  0  ed  1,  e  gli  indici  ?i,  12  prenderanno 
tutti  i  valori  contenuti  nell'insieme  I  dei  numeri 
irrazionali  compresi  fra  0  ed  1.  Ma  (art.  31)  T  -^  J, 
quindi  può  stabilirsi  una  corrispondenza  binnivoca 
e  completa  fra  l'insieme  dei  valori  di  t^  (0  di  ^2) 
e  l'insieme  dei  valori  di  ?i  (0  di  io)'  Una  simile 
corrispondenza  potrà  stabilirsi  fra  le  coppie  di  va- 
lori (^1,  ^2);  (h,  h)  e  quinci  fra  i  punti  «/,,^.>,  fl'?,,/.,. 
35.  Se  si  hanno  nel  piano  due  campi  finiti 
A,  B^  si  può  sempre  con  una  trasformazione  per 
similitudine  ottenere  da  A  un  campo  Ai  conte- 
nente nel  suo  interno  i?,  e  analogamente  dedurre 
da  B  un  campo  B^  contenente  nel  suo  interno  A. 
Indicando  allora  con  A,  B,  ecc.  l'insieme  dei  punti 
contenuti  nei  rispettivi  campi,  si  ha: 

A^A,,        B^B,, 
inoltre  (art.  22): 

pot.  Al  ^  pot.  7?,        pot.  Bi  ^  pot.  A. 
Ne  segue: 

A-^B. 

Si  può  trasformare  punto  a  punto  un  cerchio  A 
di  raggio  1  nell'intero  piano,  che  denoteremo  con 


i 


I 
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(7,  facendo  corrispondere  ai  punti  della  circonfe- 
renza di  raggio    r  <  1    quelli   della   circonferenza 

di  raggio  r  =  e''  —  e  (dove  e  denota  la  base  dei 
logaritmi  iperbolici)  ;  la  corrispondenza  cessa  di 
essere  univoca  pei  soli  punti  della  circonferenza 
di  raggio  1,  che  hanno  tutti  per  omologo  il  cen- 
tro. Xe  segue: 


'O' 


pot.  C  ^  pot.  A, 

e  quindi  (articolo  22),   tenuto  conto   che  C  com- 
prende A  : 

C^A. 

Infine,  se  Z>  è  un  campo  infinito  qualunque,  B 
un  campo  finito  in  esso  contenuto,  si  ha: 

C-  A,B  '-  A,    pot.  C  ^  pot.  D  ^  pot.  B, 

quindi  (art.  22)  : 

D~J5. 

Può  concludersi  che  : 

L'insieme  di  tutti  i  punti  di  qualunque  campo 
piano  finito  od  infinito  ha  sempre  la  stessa  po- 
tenza. Essa  può  dirsi  la  potenza  del  continuo  a 
due  dimensioni. 

E  il  teorema  dell'articolo  precedente  può  enun- 
ciarsi così  : 

Uaggregato  di  tutti  i  punti  d'un  campo  piano 
aventi  le  coordinate  irrazionali  ha  la  potenza  del 
continuo  a  due  dimensioni. 
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36.  Dimostreremo  ora  che: 

L'insieme  dei  punti  cV im  segmento  e  l'insieme 
dei  punti  d'un  campo  piano  hanno  la  stessa  po- 
tenza. 

Prendiamo  come  segmento  l'intervallo  0  1  del- 
l'asse delle  ascisse,  come  campo  piano  il  quadrato 
delFart.  34,  e  denotiamo  il  primo  con  A^  il  se- 
condo con  B.  Sia  G  l'insieme  dei  punti  at  di  A 
aventi  l'ascissa  t  irrazionale,  D  l'insieme  dei  punti 
hui.tUi  di  B  aventi  le  coordinate  «i,  u.i  irrazionali. 
Poiché  ogni  numero  irrazionale  è  sviluppabile  in 
modo  unico  in  frazione  continua  infinita,  si  avrà 
colla  notazione  di  Dirichlet  : 

l  ^ ~  (:,^^  3.,,  -y.,  .  .  .). 


,  1 


Dopo  ciò  si  potrà  assegnare  come  corrispon- 
dente al  punto  at  di  6',  dove  t  ha  la  precedente 
espressione,  il  punto  hii,,u-i  di  D,  dove: 

11^  —  (7j,  ag,  a-,  .  .  ..),■     ?^3  ^  (72,  a^,  a^,,  .  .  .), 

e  reciprocamente    come  corrispondente  al   punto 
hu^xH  di  D,  dove:  » 

il  punto  at   di  (7,  dove: 

j.  _..  /ft      a      k      p,  \ 

f  ~  Vigili  H-3b  i'ia>  i'-3-3i  •  •  •/• 
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Con  ciò  si  sarà  stabilita  una  corrispondenza  biuni- 
voca e  completa  fra  C  e  D,  onde: 

Ma  d'altra  parte  (art.  31,  34): 

quindi  : 

A-  B. 

37.  I  risultati  precedenti  si  estendono  senza  dif- 
ficoltà agli  aggregati  di  punti  posti  in  uno  spazio 
lineare  ad  un  numero  qualunque  di  dimensioni. 
Così  può  concludersi  che: 

Ij  insieme  di  tutti  i  plinti  d'un  campo  ad  m  di- 
mensioni^ e  l'insieme  di  f/'^n  i  punti  d'un  campo 
ad  n  dimensioni^  dove  rn  --  n,  hanno  la  stessa  -po- 
tenza, la  quale  può  dirsi  semplicemente  potenza 
del  continuo.  * 


*  Questo  risultato  parrebbe  diminuire  di  molto  l'impor- 
tanza del  concetto  à\  nuwero  di  dimensioni,  e  togliere  quasi 
la  distinzione  tra  le  funzioni  di  una  e  quelle  di  piìi  varia- 
bili. Tutto  ciò  però  cessa  di  sussistere,  quando  si  voglia  aver 
riguardo  alla  continuità.  Infatti  la  corrispondenza  biu ni roca 
completa  che  può  stabilirsi  tra  i  punti  di  due  campi  ad  un 
numero  diverso  di  dimensioni  e  necessariamente  discontinua  ; 
cioè  a  punti  infinitamente  vicini  dell'uno  dei  campi  non 
corrispondono  sempre  punti  infinitamente  vicini  dell'altro. 

Ecco  una  delle  molto  dimostrazioni  che  furono  date  del- 
l'importante teorema,  riferita  alla  corrispondenza  tra  il  seg- 
mento A  e  il  quadrato  L'  dell'art.  36. 

Condotto  nel  quadrato  B  tutte  le  parallele  all'asse  dello 
uscisse,  l'insieme  di  tutti  i  punti  di  una  di  esse  avrà,  se  la 
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Un'altra  forma  sotto  cui  possono  mettersi  gli 
stessi  risultati  è  la  seguente: 

Gli  elementi  a,',r....rn ,  dove  uno  degli  indici  per- 
corre tutti  gli  elementi  d'un  aggregato  avente  la 
■potenza  del  continuo,  e  gli  altri  percorrono  tutti 
gli  elementi  di  aggregati  aventi  potenza  eguale  o 
minore  di  quella  del  continuo^  costituiscono  un  ag- 
gregato avente  la  potenza  del  continìto. 


Teoremi  sugli  aggregati  di  punti. 


38.  Se  un  campo  ad.  n  dimensioni  contiene 
infiniti  campi  pure  ad  n  dimensioni,  separati  tra 
loro  od  aventi  comuni  tutt'  al  più  punti  del  con- 
torno^ l'insieme  di  questi  campi  è  numerahile. 

Supponiamo,  per  fissare  le  idee,  n  =  2^  q  am- 
mettiamo che  il  campo  considerato  abbia  area  fi- 
nita ^;  se  ciò  non  fosse,  si  potrebbe  passare  a 
questo  caso  mediante  un'opportuna  trasformazione 
(cfr.  art.  35).  Fra  i  campi  parziali  ve  ne  sarà  tut- 

t'al   più   un9   la  cui  area  superi  —,  ve  ne  saran- 


corrispondenza  è  continua,  per  omologo  in  A  V  insieme  di 
tutti  i  punti  di  un  segmento  ;  a  ciascuna  parallela  in  B  cor- 
risponderà in  A  un  segmento,  e  tutti  questi  segmenti  sa- 
ranno tra  loro  separati.  Ma  l'insieme  delle  parallele  eviden- 
temente ha  la  potenza  del  continuo,  e  l'insieme  dei  segmenti 
contenuti  in  A  è,  per  un  teorema  che  dimostreremo  più  in- 
nanzi (art.  38),  numerabile;  quindi  il  risultato  ottenuto  è 
assurdo,  e  la  corrispondenza  non  può  essere  continua. 
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a 
no  tutt'al  più  3  la  cui  area  superi  —,  7  la  cui  area 

superi  —,  ecc.  Prendendo  prima  l'unico  campo, 

o 

se  esiste,  di  area  superiore  ad  —,  poi  quelli  com- 

presi  fra  — -  ed  — ,  indi  quelli  compresi  fra  —  ed 

4  J  o 

—  ,  e  cosi  Yia,  SI  verrà  a  disporre  i  campi  m  una 
4 

serie  semplice,  dalla  quale  nessuno  di  essi  resterà 

escluso,  ciò  che  prova  l'asserto. 

39.  Se  un  campo  A   ad   n  dimensioni^  dove 

M  >  1,  contiene  un  aggregato  numerabile  di  punti: 

«1,    (72,..., 

e  se  p^  q  sono  due  punti  non  appartenenti  a  que- 
sto aggregato^  *  si  può  sempre  andare  da  p  a  q 
lungo  una  linea  continua  che  non  esca  dal  campo 
A  e  non  passi  per  alcuno  dei  punti  «i,  «2?  •  •  • 

Tracciamo  una  linea  continua  qualunque  a,  che, 
senza  uscire  da  A^  coogiunga  p  con  q.  Siccome 
l'insieme  de'  suoi  punti  non  è  numerabile  (arti- 
colo 30),  essa  conterrà  certamente  infiniti  punti 
diversi  dai  punti  a.  Scegliamone  un  numero  finito 
qualunque  rj,  r.^. . . . ,  rn .  Se  p.  es.  sul  tratto  p  r^ 
della  linea  À  v'hanno  punti  e/,  cerchiamo  di  sosti- 
tuire ad  esso  un  arco  di  cerchio;  poiché  l'insieme 


*  Siamo  certi  che  esistono  punti  1  quali  soddisfanuo  a 
tale  condizione,  perchè  l' insieme  dì  tutti  1  punti  di  A  non 
è  numerabile. 
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(li  tutti  ^ìi  archi  di  cerchio  coni^iungenti  7;  con  r^ 
non  è  numerabile,  ve  ne  saranno,  in  qualunque 
vicinanza  della  linea  )^,  infiniti  non  passanti  per 
alcun  punto  a,  ed  uno  qualunque  di  questi  servirà 
al  nostro  scopo. 

40.   Un  aggregato  perfetto  non  è  niimerahile. 

Per  stabilire  questo  teorema,  noi  dimostreremo 
che  un  ai^gregato  numerabile  e  concentrato  non 
può  essere  anche  chiuso,  e  quindi  non  può  essere 
perfetto. 

Sia  l'aggregato  considerato  ^-i  («.,.«21  •  •  •)>  che 
imagineremo  posto  in  un  piano.  Poiché  ciascun 
punto  a  è,  per  ipotesi,  punto  limite  dell'aggregato, 
descritto  col  centro  in  a^  e  con  raggio  arbitrario 
Pi  un  cerchio  y^,  questo  racchiuderà  certamente 
punti  di  A.  Sia  «a-,  il  punto  d'indice  minimo  in 
esso  compreso;  facendo  centro  in  a/.o  si  descriva 
un  cerchio  12  che  non  esca  da  Yi  e  non  racchiuda 

«..  Questo  cerchio,  il  cui  raggio  q^  s^^^  ^"^ri- 
conterrà  certamente  punti  di  A\  sia  ah^  quello  di 
indice  minimo  in  esso  racchiuse.  Evidentemente 
/.■;>> /ì;2,  giacche  i  punti  d'indice  minore  di  /:2,  es- 
sendo esterni  a  y^,  lo  sono  parimenti  a  yo-  C'osi 
proseguendo,  si  verrà  a  formare  una  serie  indefi- 
nita di  cerchi  yi,  y2,  •  •  • ,  ciascuno  dei  quali  ò  in- 
terno al  precedente  ed  ha  raggio  minore  della 
metà  del  raggio  di  questo.  Esisterà  pertanto  un 
unico  punto  p  interno  a  tutti  quei  cerchi.  Esso  è 
un  punto  limite  di  /l,  perchè  ogni  suo  intorno  con- 
tiene uno  dei  cerchi  della  serie  considerata  (e  con 
esso  tutti  i  successivi),  quindi  racchiude  di  neces- 
sità punti  di  A.  D'altra  parte  esso  non  appartiene 
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ad  Ay  perchè,  se  coincidesse  p.  es.  con  cir ,  esso 
dovrebbe  essere  esterno  al  cerchio  t>'+i,  il  quale 
non  contiene  punti  di  A  d'indice  inferiore  a  /iv+i 
e  quindi  ad  r  -r-  1.  Dunque  l'aggregato  A  ammette 
almeno  un  punto  limite  non  appartenente  ad  esso, 
e  però  non  è  chiuso. 

41.  Un  aggregato  isolato  è  numerabile  (g  fi- 
zi  ito). 

Se  A  è  un  aggregato  isolato  di  puuti  posti  in 
un  piano,  intorno  a  ciascun  punto  di  A  si  potrà 
descrivere  un  cerchio  non  contenente  alcun  altro 
punto  di  A.  Se  poi  intorno  a  ciascun  punto  si  de- 
scrive un  cerchio  che  sia  metà  del  precedente, 
tutti  questi  cerchi  saranno  esterni  l'uno  all'altro; 
infatti,  detti  a  ,  ao  due  punti  di  ^1,  Pi,  pò  i  raggi 
dei  cerchi  primitivamente  descritti  intorno  ad  essi, 
si  avrà: 


quindi  : 


1  1  


9 


1  '''  -^  :2^'n 


<  a^  ao. 


Dunque  l'insieme  di  questi  cerchi  è  numerabile 
(art.  38);  ma  ciascuno  di  essi  contiene  un  solo 
punto  di  A  —  il  proprio  centro  —  quindi  A  è 
numerabile. 

42.   Vn  aggregato^  il  cui  derivato  è  numera- 
bile 0  finito^  è  numerabile- 

Sia  A  un  aggregato,  il  cui  derivato  A'  sia  per 
ipotesi  numerabile  o  finito. 

Denoteremo  nel  seguito  con  D  {A,  B)  l'insieme 
degli  elementi  comuni  a  due  aggregati  ^-i,  B,  eoa 
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M  {A,  B)  r  insieme   degli   elementi  appartenenti 
almeno  ad  uno  dei  due  aggregati  A^  B. 
Scriviamo  dunque,  nel  caso  nostro: 

A  =  1)  (A,  A')  f  B. 

I  punti  dell'aggregato  B^  non  essendo  punti  li- 
miti di  A^  non  lo  sono  neppure  di  5,  che  è  in 
esso  contenuto;  sicché  B  è  un  aggregato  isolato, 
e  quindi  (art.  41)  numerabile.  Inoltre  D  {A^  A')^ 
essendo  contenuto  nell'aggregato  numerabile  A\ 
è  numerabile  (art.  22).  Ne  segue  (art.  23)  che  A 
è  pure  numerabile. 

43.  Applicando  più  volte  successivamente  que- 
sto teorema,  se  ne  deduce  l' altro  : 

Ogni  aggregato  di  primo  genere  è  numerabile. 
44-.  Se  A  è  un  aggregato  chiuso^  può  trovarsi 
un  aggregato  di  cui  A  è  il  derivato. 

Questo  teorema  è  il  reciproco  di  quello  dell'art.  7. 

Posto  : 

A  =  A'  A-B,"" 


*  In  generale,  ogniqualvolta  scriveremo  : 

P=--Q-\-R,  (-) 

intenderemo  che  gli  aggregati  parziali   Q^  E  non   abbiano 

elementi  comuni,  ossia  che  ciascun  elemento  di  P  figuri  una 

volta  sola  nel  secondo  membro.  Ciò  posto,  dalle  due  relazioni  : 

P=Q  +  B,        P=Qa-S, 

si  può  legittimamente  dedurre  R=S.  Invece  dalla  relazione 
(k)  non  si  può  dedurre: 

P=Q'\-Ii', 

giacche,  anche  se  Q  ed  li  non  hanno  elementi  comuni,  può 
avvenire  che  Q'  ed  B    ne  abbiano;  può  scriversi  soltanto: 

P  =M{Q\lì'). 
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B  sarà  (cfr.  rart.  42)  isolato,  e  quindi  (art.  41)  nu- 
merabile: e  poiché  i  suoi  punti,  che  potranno  de- 
notarsi con  hi,  ho, .  . . ,  non  sono  punti  limiti  di  A, 
si  potrà  descrivere  intorno  a  ciascun  punto  hr 
un  cerchio  yr  non  contenente  alcun  altro  punto  di 
A.  Entro  ciascun  cerchio  y,-  costruiamo  —  ciò  che 
è  possibile  in  infìinti  modi  —  un  aggregato  di 
punti  Cr  avente  per  unico  punto  limite  h,- ,  e  de- 
notiamo con  D  l'insieme  di  tutti  i  punti  degli  ag- 
gregati Oi,  Co, . . .  È  facile  vedere  che  i  punti  li- 
miti di  D  sono  tutti  e  soltanto  i  punti  di  B  e 
quelli  di  B\  sicché,  tenuto  conto  che  B  e  B'  non 
hanno  alcun  punto  comune,  può  scriversi: 

D'  =  B  +  B'. 

Dopo  ciò  poniamo: 

E=D  +  A'', 
ne  segue: 

E'  =  M  [D\  A")  =  M  {B  +  B\  A") ; 

ma  i?,  non  avendo  punti  comuni  con  A\  non  ne 
ha  neppure  con  A^'  che  è  in  questo  contenuto 
(a.rt.  7),  quindi  può  scriversi: 

E'  =  M{B\A'')-^  B. 

D'altra  parte  dalla  prima  relazione  scritta  segue: 

A'  =  M{B\A"); 

quindi  si  ha: 

E'  =  A'  ^  B, 

ossia  E'  =  A.  Dunque  esiste  un  aggregato  ^  di 
cui  A  è  ì\  derivato. 
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Numeri  trasfinìti. 

45.  Per  procedere  più  innanzi  nello  studio 
degli  aggregati,  conviene  ricorrere  ad  un  nuovo 
ausiliario,  cioè  alla  teoria  dei  nmneri  trasfiniti. 

Se  gli  elementi  d'un  aggregato  si  imaginano 
disposti  in  un  certo  ordine  con  legge  determinata, 
per  modo  che,  dati  due  elementi,  possa  sempre  ri- 
conoscersi quale  di  essi  precede  l'altro,  ossia  ò  di 
rango  inferiore  all'altro,  si  dice  che  quegli  ele- 
menti costituiscono  una  serie  ordinata. 

Una  serie  ordinata  si  dice  ben  ordinata^  quando 
possiede  le  due  i^roprietà  seguenti: 

a)  Esiste  un  primo  elemento  della  serie. 

b)  Presa  una  parte  *  qualunque  della  serie, 
esiste  un  elemento  ad  essa  immediatamente  suc- 
cessivo. 

E  chiaro  che  non  tutte  le  serie  ordinate  sono 
ben  ordinate.  P.  es.  la  serie  formata  da  tutti  i  nu- 
meri razionali  maggiori  di  zero  e  minori  di  uno 
disposti  in  ordine  crescente  non  possiede  alcuna 
delle  due  proprietà  a),  b). 

46.  Ogni  parte  d'una  serie  ben  ordinata  è  una 
serie  ben  ordinata. 

Sia  A  una  serie  ben  ordinata,  B  una  sua  parte. 
Se  B  contiene  il  primo  elemento    di  J,  esso  è 


*  Vqv  parte  d'una  serie  ordinata  s'intende  una  serie  or- 
dinata i  cui  elementi  appartenj^ono  tutti  alla  data  e  vi  fi- 
gurano nello  stesso  ordine  relativo  in  cui  si  trovano  in 
questa. 
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anclie  il  primo  elemento  di  B\  in  caso  diverso 
l'elemento  immediatamente  successivo  a  tutti  gli 
elementi  di  A  che  precedono  tutti  quelli  di  B 
(elemento  il  quale  esiste,  per  la  proprietà  h))  sarà 
il  primo  elemento  di  B.  Dunque  B  ammette  un 
primo  elemento. 

Dividiamo  ora  B  in  due  parti  C,  i),  di  cui  la 
prima  preceda  la  seconda.  Poiché  D  è  parte  di  .4, 
ripetendo  il  precedente  ragionamento  può  stabi- 
lirsi che  D  ammette  un  primo  elemento;  ma  que- 
sto è  immediatamente  successivo  alla  parte  C  nella 
serie  B,  dunque  la  parte  C  di'  questa  serie  am- 
mette un  elemento  immediatamente  successivo. 

Pertanto  B  possiede  ambe  le  proprietà  a)^  h)^  e 
però  è  una  serie  ben  ordinata. 

47.  Una  corrispondenza  biunivoca  completa 
tra  gli  elementi  di  due  serie  ordinate,  avente  la 
proprietà  che  gli  elementi  omologhi  si  trovano 
nel  medesimo  ordine  rispettivo  nelle  due  serie,  si 
dice  una  corrispondenza  ordinata.  Se  fra  due  se- 
rie ben  ordinate  può  stabilirsi  una  coridspoudenza 
ordinata,  si  dice  che  lo  due  serie  hanno  egual  nu- 
mero ordinale  o  trasfinito^  o  che  sono  siìnili. 

Pel  concetto  di  eguaglianza  ora  introdotto  val- 
gono considerazioni  analoghe  a  quelle  dell'art.  12. 

La  similitudine  di  due  serie  ben  ordinate  ^4^,  A2 
si  denota  col  segno: 

A^  ^  A2. 

Gli  elementi  di  due  serie  simili  costituisco ììo 
evidentemente  due  aggregati  di  egual  potenza. 

48.  Tra  due  serie  simili  esiste  una  sola  cor- 
rispondenza ordinata. 
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Infatti  questa  è  completamente  determinata  dalle 
due  condizioni  seguenti:  che  al  primo  elemento 
dell'una  serie  deve  corrispondere  il  primo  dell'al- 
tra; e  che  all'elemento  immediatamente  successivo 
ad  una  parte  dell'una  deve  corrispondere  l'ele- 
mento immediatamente  successivo  alla  parte  omo- 
loga dell'altra. 

49.  Dicesi  segmento  d'una  serie  ben  ordinata 
la  parte  di  essa  costituita  da  tutti  gli  elementi  di 
rango  inferiore  ad  un  dato  elemento.  Ogni  ele- 
mento d'una  serie  individua  un  unico  segmento, 
e  reciprocamente." 

Un  segmento  è  una  serie  ben  ordinata  (art.  46). 

Un  segmento  d'una  serie  si  dice  maggiore  o  mi- 
nore d'un  altro,  secondochò  l'elemento  che  lo  in- 
dividua segue  0  precede  l'elemento  che  individua 
l'altro. 

50.  Una  serie  ben  ordinata  non  può  essere 
simile  ad  un  suo  segmento. 

Supponiamo  la  serie  A  simile  al  suo  segmento 
Al  individuato  dall'elemento  ai.  Al  primo  ele- 
mento di  Al  corrisponderà  il  primo  elemento  di 
A^  ossia  l'elemento  stesso;  al  secondo,  il  secon- 
do, ecc.;  all'elemento  consecutivo  ad  un  segmento 
di  Al  l'elemento  consecutivo  al  segmento  omo- 
logo, ossia  allo  stesso  segmento,  in  Ai  ;  in  breve 
tutti  gli  elementi  di  Ai  avranno  per  corrispondenti 
in  A  gli  elementi  stessi.  Ne  segue  che  l'elemento 
ai  di  A,  il  quale  non  appartiene  ad  Jj,  non  avrà 
in  Al  alcun  omologo.  Dunque  la  similitudine  non 
può  sussistere. 

51.  Poiché  di  due  segmenti  d'una  stessa  se- 
rie il  minore  può  considerarsi  come  un  segmento 
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del  maggiore,  può  dedursi  dal  teorema  precedente 
che: 

Due  segmenti  diversi  d'una  stessa  serie  non  poS' 
sono  essere  simili  tra  loro. 

E  per  conseguenza: 

Una  serie  non  può  essere  simile  a  due  segmenti 
diversi  d' un  altra  serie- 

52,  Se  ^1,  A-i  sono  due  segmenti  d'una  serie 
Ay  Bi,  B.2  due  segmenti  ad  essi  rispettivamente  si- 
mili d'un' altra  serie  B,  secondochè  Ai  ^  Ao,  an- 
che Bi  ^  B.. 

Supposto  Ai>  Ao,  l'elemento  «2  di  A  che  in- 
dividua A2  farà  parte  del  segmento  Ai.  L'elemento 

b.2  di  j^i  che  è  omologo  ad  «2  nella  corrispondenza 

tra  Al  e  Bi  individua  un  segmento  B2  di  5^,  e 
quindi  di  5,  che  è  simile  ad  A2;  ma,  poiché  A2  ^  Bo, 

ne  segue  B2  ^  -So.  Ora  ciò  non  può  sussistere  (ar- 
ticolo 51)  se  B2  e  Bo  non  sono  identici.  Dunque 
^2  è  l'elemento  che  individua  j^o;  e,  poicliè  esso 
appartiene  a  Bi,  può  concludersi  che  Bi  >  B2. 

53.  Se  due  serie  sono  tali,  che  per  ogni  seg- 
mento dato  dell'una  di  esse  può  trovarsi  nell'altra 
un  segmento  simile,  e  viceversa,  le  due  serie  sono 
simili. 

Si  può  infatti  stabilire  una  corrispondenza  tra 
gli  elementi  delle  due  serie  considerando  come 
omologhi  gli  elementi  che  individuano  due  seg- 
menti simili.  Tale  corrispondenza  è  completa  per 
ipotesi,  \>iunivoca  per  l'ultimo  teorema  dell'art.  51, 
e  ordinata  pel  teorema  dell'art.  52. 

Vi  VAXTi  3 
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54.  Se  due  serie  A,  B  sono  tali,  che  per  ogni 
segmento  di  A  ve  n'  è  uno  simile  in  J5,  mentre  la 
inversa  non  ha  luogo.,  esiste  in  B  un  segmento  si- 
mile ad  A. 

Gli  elementi  che  individuano  i  seg-menti  di  B 
ai  quali  non  esistono  segmenti  simili  in  A  costi- 
tuiscono una  parte  di  B-,  la  quale  avrà  (art.  40) 
un  elemento  di  rango  minimo  hi.  Il  segmento  Bi 
di  B  individuato  da  hi  ha  la  proprietà  che  per 
ogni  segmento  di  B  minore  di  esso,  ossia  conte- 
nuto in  esso,  v'ha  un  segmento  simile  in  ^4;  d'al- 
tra parte  tutti  i  segmenti  di  A  hanno,  per  ipotesi, 
i  loro  simili  in  Z?,  e  questi  sono  necessariamente 
contenuti  in  Bi.  Ne  segue  (art.  53)  che  A  è  si- 
mile a  Bi- 

55.  Date  due  serie  A,  i?,  può  aver  luogo  uno 
ed  uno  solo  dei  seguenti  casi: 

a)  A  è  simile  a  B. 

h)  Un  segmento  di  B  è  simile  ad  A. 

e)  Un  segmento  di  A  è  simile  a  B. 
Anzitutto  è  evidente  che    per    due  serie  A,  B 
sono  possibili  soltanto  i  4  seguenti  casi,  i  quali  si 
escludono  a  vicenda: 

a)  Ogni  segmento  di  A  ha  il  suo  simile  in  B 
e  viceversa.  Allora  A~B  (art.  53). 

hj  Ogni  segmento  di  A  ha  il  suo  simile  in  j5, 
mentre  l'inversa  non  ha  luogo. 

Allora  (art.  54)  esiste  un  segmento  di  B  simile 
ad  A. 

cj  Ogni  segmento  di  B  ha  il  suo  simile  in  ^4, 
mentre  l'inversa  non  ha  luogo.  Allora  (art.  54) 
esiste  un  sei^mento  di  A  simile  a  B. 
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d)  Vi  è  m  A  qualche  segmento  a  cui  non  ne 
esiste  alcuno  simile  in  i>,  e  yì  è  in  B  qualche 
segmento  a  cui  non  ne  esiste  alcuno  simile  in  A. 
Questo  caso  è  impossibile.  —  Infatti  sia  (cfr.  ar- 
ticolo 54)  Al  il  più  piccolo  segmento  di  A  a  cui 
non  ve  n'ha  alcuno  simile  in  i?,  Bi  il  più  piccolo 
segmento  di  i^  a  cui  non  ve  n'ha  alcuno  simile 
in  A.  Per  ciascun  segmento  di  A  contenuto  in  Ai 
ve  n'avrà  uno  simile  in  B,  il  quale  sarà  contenuto 
in  Bi,  e  reciprocamente,  sicché  (art.  53)  Ai  ~  Bi. 
Ma  ciò  è  in  contraddizione  coli' ipotesi  che  non 
esista  in  B  alcun  segmento  simile  ad  Ai]  dunque 
il  caso  considerato  è  impossibile. 

56.  Se  due  serie  A^  B  non  sono  simili,  e  se 
v'ha  in  A  un  segmento  simile  a  5,  si  dice  che  il 
numero  trasfinito  della  serie  A  è  maggiore  di 
quello  della  serie  B,  o  che  il  secondo  è  minore 
del  primo. 

Denotando  con  2(,  8  i  numeri  trasfiniti  di  due 
serie  A^  Z),  risulta  dal  teorema  dell'art,  prec.  che 
ha  luogo  uno  ed  uno  solo  dei  3  seguenti  casi: 

a  =r  3,  a  >  S,  a  <  3. 

57.  Il  numero  ordinale  di  qualunque  serie 
infinita  è  maggiore  di  quello  di  qualunque  serie 
fin  ita. 

Stabilita  infatti  la  corrispondenza  fra  il  primo 
elemento  dell'una  serie  e  quello  dell'altra,  fra  il 
secondo  e  il  secondo,  ecc.,  si  giungerà  ad  esaurire 
la  serie  finita  senza  che  sia  esaurita  l'altra. 

58.  Giova  considerare  quale  aspetto  prendano 
i  concetti  esposti  quando  le  serie  a  cui  si  Yuole 
a[)plicarli  contengono  un  numero  finito  di  ele- 
menti. 
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Anzitutto  una  serie  ordinata  d'elementi  in  nu- 
mero finito  è  sempre  ben  ordinata. 

Due  serie  finite  sono  simili  sempre  e  soltanto 
quando  sono  composte  d'un  egual  numero  di  ele- 
menti. Questo  numero  pertanto,  che  rappresenta 
un  carattere  comune  a  tutta  una  classe  di  serie 
simili,  può  assumersi  come  il  loro  numero  ordinale. 

Possiamo  imaginare  la  serie  naturale  dei  numeri 
generata  così.  Supposto  di  avere  una  serie  formata 
d'un  unico  elemento  a,  a  questo  si  fa  corrispon- 
dere il  segno  0,  e  si  indica  con  1  il  numero  or- 
dinale della  serie.  Aggiungendo  ora  ad  a  un  nuovo 
elemento  ^,  si  fa  corrispondere  0  ad  cr,  1  a  Z),  e  si 
designa  con  2  il  numero  ordinale  della  serie  a,  h. 
In  generale,  definito  un  numero  w,  si  aggiunge 
un  nuovo  elemento  alla  serie  di  m  elementi  che 
ha  servito  a  generarlo,  e,  fatti  corrispondere  or- 
dinatamente agli  elementi  della  serie  così  ottenuta 
i  numeri  0,  1, . . . ,  m^  si  designa  con  m  -\-  \  il  nu- 
mero ordinale  della  serie. 

Risulta  di  qui: 

Che  la  serie  naturale  dei  numeri  è  una  serie 
ben  ordinata; 

Che  il  numero  ordinale  d'un  segmento  della  se- 
rie naturale  dei  numeri  (supposta  incominciata  da 
0)  ò  il  numero  immediatamente  successivo  al  seg- 
mento stesso  in  questa  serie; 

Che  il  numero  ordinale  d'una  serie  finita  di  ele- 
menti è  quello  stesso  simbolo  col  quale  si  suole 
designare  il  numero  dei  suoi  elementi  (numero 
cardinale). 

59.  Quest'ultima  osservazione  mette  in  luce 
una  difi*erenza  caratteristica  esistente  tra  gli  ag- 
gregati finiti  e  gli  infiniti. 
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Se  si  ha  un  aggregato  finito,  in  qualunque  modo 
i  suoi  elementi  si  dispongano  in  serie  ben  ordi- 
nata, il  numero  ordinale  di  essa  è  sempre  il  me- 
desimo —  poiché  esso  è  il  numero  degli  elementi 
dell'aggregato. 

La  stessa  cosa  non  avviene  per  gli  aggregati 
infiniti.  P.  es.  l'aggregato  di  tutti  i  numeri  natu- 
rali si  può  disporre  in  serie  ben  ordinata,  fra  l'al- 
tro, nei  seguenti  modi: 

y.)  Prendendo  per  primo  elemento  1  e  facendo 
seguire  ad  esso  2,  poi  3,  e  così  via: 

1^3.- 

1,  -,  »j, . . . , 

'i)  Prendendo  per  primo  elemento  2  e  facendo 
seguire  ad  esso  3,  poi  4,  ecc.,  infine  facendo  se- 
guire all'  intera  serie  dei  numeri  così  disposti  il 
numero  1  : 

2,  3, . . . ,  1  ; 

y)  Prendendo  per  primo  elemento  3  e  facendo 
seguire  ad  esso  4,  poi  5,  ecc.,  infine  facendo  se- 
guire all'intera  serie  dei  numeri  così  disposti  il 
numero  l,  e  a  questo  il  numero  2: 

3,  4,...,  1,  2; 

ò)  Prendendo  per  primo  elemento  1,  e  facendo 
seguire  ad  esso  3,  5,  7,  ecc.,  poi  all'intera  serie 
dei  numeri  dispari  facendo  seguire  2,  4,  6,  ecc.: 

1,  3,  5,...,  2,  4,  6,... 

Le  4  serie  così  ottenute  hanno  tutte  numero  or- 
dinale diverso.  Infatti  ^  è  simile  al  segmento  di  I^ 
"he  precede  l'elemento  1;  [ì  al  segmento  di  7  che 
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precede  l'elemento  2;  infine  a  è  simile  al  segmento 
di  0  che  precede  l' elemento  2,  ;3  a  quello  che  pre- 
cede l'elemento  4,  y  ^  quello  che  precede  l'ele- 
mento 6. 

Come  appare  chiaro  da  questi  esempi,  la  possi- 
bilità di  disporre  gli  elementi  d'  un  aggregato  in 
serie  ben  ordinate  non  simili  tra  loro  si  collega 
strettamente  col  fatto  già  osservato  (art.  18),  che 
può  aver  luogo  l'equivalenza  tra  un  aggregato  in- 
finito ed  una  parte  di  esso. 

60.  Date  due  serie  ben  ordinate  J^,  B,  noi 
possiamo  dedurre  da  esse  una  nuova  serie  ben  or- 
dinata C  facendo  seguire  all'intera  serie  A  l'in- 
tera serie  B  senza  mutare  affatto  l'ordine  degli 
elementi  entro  ciascuna  delle  due  serie.  Il  numero 
ordinale  y  della  serie  G  si  dice  la  somma  di  quelli 
a,  S  delle  serie  A,  B: 


'•)  I 


e  l'operazione  corrispondente  dicesi  addizione. 

Il  concetto  di  somma  si  riduce  a  quello  ordina- 
rio quando  a  e  B  sono  numeri  finiti. 

L'addizione  possiede  la  proprietà  associativa; 
giacche,  date  tre  serie  A^,  A2,  ^3,  si  ottiene  lo 
stesso  risultato  ponendo  A^  di  seguito  ad  A^  e 
poi  A^  di  seguito  alla  serie  cosi  formata,  come 
ponendo  A^  di  seguito  ad  A^,  e  poi  la  serie  così 
formata  di  seguito  ad  A  . 

Essa  invece  non  possiede  in  generale  la  pro- 
prietà commutativa.  Si  consideri  infatti,  p.  es.,  la 
serie  dei  mimeri  naturali,  il  cui  numero  ordinale 
si  indichi  con  <o,  ed  un'altra  serie  costituita  da  un 
unico  elemento  a  (cioè  il  cui  numero  ordinale  è  1). 
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Le  serie: 

1,  2,  3, ... ,  a, 
.«,  1,  2,  3,..., 

i  cui  numeri  ordinali  sono  rispettivamente  o)  4-  1 
e  1  -f  (0,  non  sono  simili,  giacche  la  seconda  è  si- 
mile alla  serie  dei  numeri  naturali,  ossia  al  seg- 
mento della  prima  che  precede  l'elemento  a.  Si 
ha  cioè: 

1    +    M=  (.)  <  (0    -f    1. 

61.  Abbiansi  ancora  due  serie  ben  ordinate 
A,  B^  e  al  posto  di  ciascun  elemento  di  A  si  metta 
una  serie  simile  a  B.  Detta  C  la  serie  cosi  otte- 
nuta, Y  il  suo  numero  ordinale,  e  indicando  con  a, 
S  quelli  delle  serie  date,  y  si  dice  il  prodotto  di 
3  per  a,  3  il  molti pUcando^  y-  il  moltiplicatore'. 


e  l'operazione  corrispondente  chiamasi  moltipli- 
cazione. 

Il  concetto  di  prodotto  si  riduce  a  quello  ordi- 
nario quando  5c  e  S  sono  finiti. 

E  facile  dimostrare  che  la  moltiplicazione  pos- 
siede le  proprietà  associativa  e  distributiva. 

Invece  essa  non  possiede  in  generale  la  proprietà 
commutativa.  Si  consideri  ancora  la  serie  dei  nu- 
meri naturali,  ed  inoltre  una  serie  formata  di  due 
soli  elementi  (cioè  avente  il  numero  ordinale  2). 
Le  serie: 

a,,  òj,  a2,  h-2.  «3?  ^.-1  •  •  •■. 
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i  cui  numeri  ordinali  sono  rispettivamente  2 .  w  e 
(•) .  2,  non  sono  simili,  giacche  la  prima  è  simile 
alla  serie  dei  numeri  naturali,  ossia  al  segmento 
della  seconda  che  precede  hi.  Si  ha  cioè: 

2  .  OJ  :=  to  <  tO  .  2. 

62.  Si  è  denotato  con  w  il  numero  ordinale 
della  serie  naturale  dei  numeri.  Esso  ha  la  pro- 
prietà di  essere  il  più  piccolo  dei  numeri  ordinali 
trasfiniti  (cioè  appartenenti  a  serie  infinite).  In- 
fatti qualunque  segmento  della  serie  naturale  dei 
numeri  costituisce  una  serie  finita,  sicché  solo  i 
numeri  ordinali  finiti  sono  minori  di  c). 

Se  dopo  la  intera  serie  naturale  dei  numeri  si 
aggiunge  un  nuovo  elemento  «i,  si  ottiene  una  se- 
rie Al  il  cui  numero  ordinale  è  «o  +  1  (art.  60). 
Questo  numero  possiede  le  due  seguenti  proprietà: 

Di  essere  >  co  (giacché  il  segmento  di  Ai  che 
precede  ai  ha  per  numero  ordinale  w). 

Che  non  esiste  alcun  numero  maggiore  di  w 
e  minore  di  w  -[-  1  (giacche  un  segmento  di  ^1^,  o 
ha  il  numero  ordinale  oj,  o  è  finito). 

In  modo  analogo  si  passa  da  :o  f  1  ad  oj  -v  2, 
'0  -f  3,  ecc. 

Così  la  serie  naturale  dei  numeri,  considerati 
come  numeri  ordinali  delle  serie  finite,  viene 
estesa  mediante  l'aggiunta  dei  numeri  ordinali  tra- 
sfiniti w,  (0  -f  1,  (0  -j-  2,  ecc.  Nella  serie: 

0,  1,  2, ... ,  0),  03  -f  1,  co  4-  2, . . . 

ogni  numero  è  maggiore  di  tutti  i  precedenti; 
inoltre  due  numeri  consecutivi  hanno  la  proprietà 
che  non  esiste  alcun  numero  maggiore  di  uno  di 
essi  e  minore  dell'altro. 
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Il  principio  che  presiede  alla  creazione  dei  nu- 
meri w  -j-  1^  w  4-  2, . . .  {primo  principio  di  for- 
mazione di  Cantor),  e  che  consiste  neira^<,^iungere 
un'unità  ad  un  numero  già  definito,  è  quello  che 
ci  ha  già  condotti  a  generare  l'intera  serie  natu- 
rale dei  numeri  partendo  dall'unità.  Però  l'uso 
esclusivo  di  tale  principio  non  ci  avrebbe  giam- 
mai permesso  di  uscire  da  questa  serie;  a  tal  uopo 
abbiamo  dovuto  ricorrere  ad  un  nuovo  principio 
(secondo  jjrincipio  di  formazione):  creazione  d'un 
nuovo  numero  (il  numero  oj)  definito  come  il  più 
piccolo  numero  maggiore  di  tutti  quelli  già  for- 
mati. Mercè  questo  principio  noi  potremo  creare 
un  nuovo  numero,  che  rappresenta  il  numero  or- 
dinale della  serie: 

0,   1,  2,...,  oj,  co  -{-  1,  co  +2,..., 

supposta  prolungata  indefinitamente,  ossia  il  più 
piccolo  numero  trasfinito  maggiore  di  tutti  quelli 
della  serie  stessa.  Tuttavia  non  è  necessario  deno- 
tare questo  numero  con  un  simbolo  totalmente 
nuovo;  le  leggi  delle  operazioni  poc'anzi  stabilite 
ci  permettono  di  indicarlo  con  w .  2.  Parimenti 
sarà  (0.3  il  numero  ordinale  della  serie: 

0,  1,  2,  ...,ovo  +  l,co  4-2,...,  C0.2,  co.2-h  1,  '.).2  .-  2, ..., 

e  COSI  via;  sarà  oj.co  ossia  t-j-  il  numero  ordinale 
della  serie  : 

Ao  Al  A2 

dove  s'intende  che  i  gruppi  Aq,  A.^  Ao^--  for- 
mino una  serie  simile  a  quella   dei  numeri  natu- 
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rali.  In  modo  analogo  potranno  definirsi  o)^,  (o^,  oj^^^  , 
w'^    ,  ecc. 

I  numeri  finiti  si  dicono  anche  della  prima 
classe;  quelli  formati  mediante  o)  e  i  numeri  finiti 
diconsi  della  seconda  classe. 

Un  numero  della  seconda  classe  dicesi  di  prima 
0  di  seconda  specie.,  secondochè  esso  è  generato 
mediante  il  primo  o  mediante  il  secondo  principio, 
ossia  secondochè  esso  ammette  o  no  un  numero 
imniediatamente  inferiore. 

E  facile  dimostrare  (vedi  art.  23,  24,  25)  che 
V  insieme  di  tutti  i  numeri  più  piccoli  di  un  nu- 
mero determinato  della  seconda  classe  è  numerabile. 

63,  Si  presenta  ora  spontanea  una  domanda: 
L'insieme  dei  numeri  fin  qui  considerati  com- 
prende i  numeri  ordinali  di  tutte  le  possibili  serie 
ben  ordinate? 

A  tale  domanda  risponde  il   teorema  seguente: 

Se  A  è  un  aggregato  numerabile^  preso  un  nu- 
mero QUALUNQUE  oc  dì  2.*  classc^  sl  possono  disporre 
gli  elementi  di  A  in  una  serie  ben  ordinata  simile 
a  quella  dei  numeri  ordinali  che  precedono  a;  e 
reciprocamente.,  se  ciò  è  possibile  per  un  numero 
a,  V aggregato  A  è  numerabile. 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  è  sempli- 
cissima. Poiché  l'aggregato  dei  numeri  minori  di 
a  è  numerabile  (art.  62),  si  potrà  stabilire  una  cor- 
rispondenza biunivoca  completa  fra  questi  numeri 
e  gli  elementi  di  A.  Convenendo  poi  che  di  due 
elementi  di  A  preceda  quello  a  cui  corrisponde  il 
numero  minore,  si  verrà  a  disporre  gli  elementi 
di  A  in  una  serie  ben  ordinata  simile  a  quella  dei 
numeri  minori  di    y-,    —    Reciprocamente,    se  tal 
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cosa  può  farsi  per  un  numero  y-^  ne  segue  (art.  47) 
che  A  e  l'insieme  dei  numeri  minori  di  a  hanno 
egual  potenza,  e  quindi  che  A  è  numerabile. 

Il  teorema  stabilito  può  enunciarsi  più  breve- 
mente così:  1  numeri  della  2.^  classe  servono  a 
■numerare  tutti  e  soli  gli  aggregati  della  prima 
potenza.,  come  quelli  della  1.^  classe  servono  a  nu- 
merare tutti  e  soli  gli  aggregati  finiti. 

Dopo  ciò  appare  evidente  la  necessità  di  creare 
nuovi  numeri  i  quali  possano  esprimere  il  numero 
ordinale  degli  aggregati  non  numerabili.  E  poiché 
tali  numeri  non  possono  comporsi  mediante  w  e  i 
numeri  finiti^  essendo  i  numeri  così  composti  atti 
a  numerare  soltanto  gli  aggregati  della  prima  po- 
tenza, converrà  introdurre  un  simbolo  affatto  nuovo. 
Come  tale  assumeremo  i-i,  il  quale  verrà  definito 
come  il  minimo  numero  trasfinito  più- grande  di 
tutti  i  numeri  ordinali  delle  serie.,  i  cui  elementi 
formano  un  aggregato  numerabile. 

Questo  concetto,  di  introdurre  solo  allora  un  nu- 
mero totalmente  nuovo  ^l  quando  sieno  esauriti  tutti 
i  numeri  atti  a  numerare  le  serie,  i  cui  elementi 
formano  un  aggregato  numerabile,  conveniente- 
mente generalizzato,  come  si  dirà  poi,  costituisce 
il  principio  di  arresto  o  di  limitazione^  il  quale 
stabilisce  sotto  quali  condizioni  si  deva  introdurre 
un  simbolo  totalmente  nuovo. 

Dalla  definizione  del  numero  ii  segue  che:  Un 
numero  trasfinito  è  della  seconda  classe  sempre  e 
soltanto  se  l'insieme  dei  numeri  che  lo  precedono 
è  numerabile  ;  e  quindi  che:  U  insieme  dei  numeri 
minori  di  ^  non  è  numerabile. 
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Inoltre  può  dimostrarsi  che:  Non  esiste  alcun 
insieme  non  numerabile  di  potenza  minore  di  quella 
dell'insieme  Z  di  tutti  i  numeri  ordinali  minori 
di  i^,  ossia  che:  La  potenza  dell'insieme  Z  èia 
pia  piccola  potenza  dopo  la  prima.  Perciò  essa  si 
chiama  hi  seconda  potenza. 

Supponiamo  che  esista  un  insieme  A  non  nu- 
merabile e  avente  potenza  minore  di  quella  del- 
l'insieme Z.  Per  definizione  esisterà  un  insieme 
Zi  contenuto  in  Z  ed  equivalente  ad  A.  Indichiamo 
con  Y  la  serie  ben  ordinata  dei  numeri  minori  di 
^,  con  Yi  la  serie  ben  ordinata  (art.  46)  ottenuta 
disponendo  gli  elementi  di  Zi  in  ordine  cre- 
scente. Poiché  ogni  segmento  di  y  è  numerabile, 
e  Zi  non  lo  è,  Z[  non  sarà  equivalente  alFinsieme 
degli  elementi  d'alcun  segmento  di  F,  e  però 
(art.  47)  Fi  non  sarà  simile  ad  alcun  segmento  di 
Y.  Ne  segue  (art.  55)  che,  o  Fi  è  simile  ad  F,  o 
un  segmento  F2  di  F^  è  simile  ad  F.  Nel  primo 
caso  Zi  sarebbe  equivalente  a  Z;  nel  secondo  caso 
un  aggregato  contenuto  in  Zi  sarebbe  equivalente  a 
Z^  e  quindi  (art.  22)  Zi  e  Z  sarebbero  ancora  equi- 
valenti. Dunque  è  impossibile  che  la  potenza  di  A 
sia  minore  di  quella  di  Z. 

64.  Mediante  il  numero  i^,  il  numero  w  e  i  nu- 
meri finiti,  e  coir  applicazione  dei  due  principi  di 
formazione,  si  potranno  costruire  nuovi  numeri 
trasfinitì.  In  virtù  poi  del  principio  di  arresto,  do- 
vrà introdursi  un  numero  totalmente  nuovo  allora, 
e  allora  soltanto,  che  l'insieme  dei  numeri  costruiti 
abbia  raggiunto  potenza  superiore  alla  seconda. 

Il  processo  descritto  non  ha,  come  si  vede,  al- 
cun limite  ;  e  la  creazione  d'un  numero  totalmente 
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nuovo  è  condizioaata  alla  circostanza,  che  l'iusieme 
di  tutti  i  numeri  già  definiti  abbia  potenza  supe- 
riore a  quella  dell'insieme  di  tutti  i  uumeri  mi- 
nori di  uno  qualunque  dei  numeri  già  definiti. 

65.  In  ogni  insieme  di  numeri  ordinali  ve  n'è 
uno  pia  piccolo  di  tutti  gli  altri. 

Facendo  infatti  dell'insieme  dato  una  serie  or- 
dinata, col  disporre  gli  elementi  in  ordine  crescente, 
questa,  come  parte  della  serie  di  tutti  i  numeri 
ordinali,  sarà  (art.  46)  ben  ordinata;  quindi  avrà 
un  primo  elemento.  Questo  sarà  il  minimo  dei  suoi 
elementi. 

66.  Una  serie  numerabile  di  numeri  trasfiniti 
decrescenti  è  finita. 

Sia  la  serie  data: 

^n   ^^2)   ^35  •  •  •  1 

dove  as  <  at  ogniqualvolta  s  >  f ,  e  sia  a,-  il  minimo 
dei  numeri  della  serie  (art,  65).  Se  nella  serie  esi- 
stesse l'elemento  «r+i,  dovrebbe  essere  a>-+i<f/r, 
il  che  è  contrario  all'ipotesi  che  a,-  sia  il  minimo. 
Dunque  la  serie  proposta  è  finita. 


Applicazione  della  teoria  dei  numeri  trasfiniti 
alio  studio  degli  aggregati. 

67.  Si  è  dimostrato  (art.  7)  che,  qualunque 
sia  A  il  suo  derivato  primo,  A'  contiene  il  suo 
derivato  secondo  .4".  Parimenti  A"  contiene  A"\ 
A'"  contiene  A^'\  ecc.  Può  avvenire  che  gli  ag- 
gregati : 

A,  A  ,  A    ,  .  .  . , 
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ciascuno  dei  quali  contiene  il  seguente,  abbiano 
elementi  comuni;  l'insieme  di  questi  si  dirà  ì\  de- 
rivato cV  ordine  ^  di  A^  e  si  denoterà  con  ^('"^^  I 
derivati  successivi  di  A^"^)  si  designeranno  con: 

e  l'insieme  degli  elementi  ad  essi  comuni  con 
j^(w.2)-  e  così  via.  Alio  stesso  modo  sarà  A^--^'  l'in- 
sieme degli  elementi  comuni  a  tutti  gli  aggregati 
J.^*^),  dove  a  ò  un  numero  qualunque  della  1.*  o 
della  2.^  classe. 

Si  vede  che  gli  ordini  di  derivazione  che  an- 
diamo per  tal  modo  formando  non  sono  aifatto  di- 
versi  dai  numeri  trasfiniti;  inoltre  che,  se  y-  è  un 
numero  di  prima  specie,  ^4'")  è  il  derivato,  nel 
senso  ordinario,  di  ^'z"^),  essendo  y-  =  S  -h  1,  se  x  è 
di  seconda  specie,  ^4^")  è  l'insieme  degli  elementi 
comuni  agli  aggregati  A^y\  dove  y  percorre  tutta 
la  serie  dei  numeri  minori  di  a. 

68.  Qualunque  aggregato  derivato  è  chiuso. 

Sia  A^'^^  il  derivato  d'ordine  a  d'un  aggregato 
^4,  dove  a  è  un  numero  ordinale  qualunque. 

Se  3c  è  un  numero  di  1.*  specie,  posto  a  =  6  -|-  1, 
A^^'^  e  il  derivato  primo  di  J.^/'',  e  quindi  (art.  7) 
è  chiuso. 

Sia  invece  2c  di  2.*  specie.  Supponiamo  dapprima 
x  =  M,  Allora,  detto  n  un  numero  finito  qualun- 
que, essendo  A'^"^^  contenuto  in  .4^"\  yl("^-l-i)  ò 
contenuto  in  ^("+i^  ;  gli  elementi  di  ^4^''^+^^  appar- 
tengono quindi  a  tutti  gli  aggregati  A'\  A"\  . . . , 
e  però  appartengono  all'insieme  ^("^'  degli  ele- 
menti comuni  a  tutti  questi  aggregati.  —  Sia  ora 
a  =  (0  .  2.  Detto   Y  un  numero  qualunque  minore 
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di  w  .  2,  A^'"'-'^  è  contenuto  in  A^y^ ,  e  quindi  J.("J.2+i) 
in  J.0'^1);  ma,  essendo  A^'i'^  chiuso  qualunque  sia 
Y  <  oj .  2  (come  si  è  teste  dimostrato),  ^^'■'•2+i)  è 
contenuto  in  J.0'^ ,  quindi  in  ^('^-2)  ^  q\^q  ^  l'insieme 
de<,4i  elementi  comuni  a  tutti  gli  aggregati  A^'i'\ 
Così  si  può  continuare  per  qualunque  numero  della 
2.^  specie. 

69.  Un  aggregato  di  punti  A  è  del  IJ"  o  del 
2°  genere^  secondochè  J.'^^'^J  è  o  ìion  è  nullo. 

Se  A  è  del  1.**  genere,  evidentemente  A^''^'^  —  0. 

Sia  ora  A  del  2.**  genere,  e  supponiamo,  per 
fissare  le  idee,  che  i  suoi  punti  giacciano  sopra  un 
segmento  finito.  Diviso  questo  per  metà,  i  punti 
di  A  contenuti  in  una  almeno  delle  due  parti  do- 
vranno formare  un  aggregato  del  2.**  genere.  Con- 
tinuando il  ragionamento  in  modo  noto  (cfr.  art.  5), 
si  viene  a  concludere  che  nel  segmento  esiste  al- 
meno un  punto  p  in  ogni  intorno  del  quale  è  con- 
tenuto un  aggregato  di  2.°  genere  di  punti  di  A. 
Sia  B  l'aggregato  contenuto  nell'intorno  s  di  2>>; 
poiché,  qualunque  sia  n,  B^"^  non  è  nullo  e  fa 
parte  di  ^^"^,  potrà  dirsi  che  in  s  sono  contenuti 
punti  di  J.(»).  Segue  da  ciò  che  p  è  punto  limite 
di  A^'^\  ossia  che  appartiene  ad  J.(*»+i).  Adunque 
j)  appartiene  ad  A'\  A"\  A^^, . . . ,  e  quindi  ad  A^"'^ 
il  quale  pertanto  non  è  nullo. 

70.  Se  può  assegnarsi  un  numero  a  della 
prima  o  della  seconda  classe  pel  quale  A^"^  è  nu- 
merabile^ lo  è  pure  A\  e  quindi  (art.  42)  A. 

Se  un  insieme  P  ne  contiene  un  altro  Q.  noi 
indicheremo  con  P—Q  l'insieme  degli  elementi 
di  P  non  appartenenti  a  Q. 
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Dopo  ciò  è  facile  rendersi  ragione  dell'  egiia* 
glianza  seguente: 

A'  :=  [A!  -  A')  Ar  (^"  -  ^4'")  -f-  . . .  -f  A^-)  ^ 

I  termini  della  somma  -  (J.^/^  —  ^(/+i))  formano 
un  insieme  finito  o  numerabile  (art.  62),  e  ciascuno 
di  essi  rappresenta  un  aggregato  isolato,  quindi 
numerabile  (art.  41),  perciò  è  numerabile  (art.  24) 
l'insieme  di  tutti  i  loro  elementi.  Supposto  dunque 
che  lo  sia  pure  A^"\  lo  sarà  parimenti  (art.  23)  A'. 
71.  Se  A'  è  numerabile^  esiste  un  primo  nu- 
mero a  della  prima  o  della  seconda  classe  per  cui 
.4t«)  =  0. 

Scriviamo,  analogamente  a  quanto  abbiamo  già 
fatto  nell'art,  prec: 

A'=   ^    (.4*»— ^(/+i))   ;   A^^). 

Se  nessuno  degli  aggregati  _40')  ò  nullo,  essendo 
^00  numerabile  perchè  (art.  22)  contenuto  nell'ag- 
gregato numerabile  A\  esso  non  potrà  (art.  40) 
essere  perfetto,  e  però  {A^y^  —  A'^y+^^)  non  sarà 
nullo.  Dunque  l'insieme  dei  termini  della  somma 
che  figura  nella  relazione  scritta  non  è  numera- 
bile (art.  63),  e  nessuno  di  essi  rappresenta  un  ag- 
gregato nullo.  Ne  segue  che  A'  non  è  numerabile, 
contro  l'ipotesi. 

Pertanto  esistono  numeri  y  della  1.^  o  della  2.* 
classe,  per  cui  Ay^  e  nullo.  Fra  questi  ye  ne  sarà 
necessariamente  uno  minimo  (art.  65). 
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72.  Se  A  è  un  aggregato  qnalunqìie^   A'  è  o 
non  è  numerahile  secondochè  A--^  è  o  non  è  nullo. 

Se  A'  è  numerabile,  esiste  (art.  71)  un  numero 
Y  della  1.*  o  della  2."^  classe  per  cui  ^(/*  =  0.  Ne 
segue  J(-^-)==0. 

Supponiamo  ora  A'  non  numerabile.  Se,  per  fis- 
sare le  idee,  imaginiamo  A  contenuto  in  un  seg- 
mento finito,  con  un  ragionamento  già  usato  (art.  69) 
verremo  a  concludere,  che  esiste  un  punto  p  del  seg- 
mento, ogni  intorno  del  quale  contiene  un  aggre- 
gato non  numerabile  di  elementi  di  A.  Detto  B 
l'aggregato  contenuto  nell'intorno  £  dij9,  B'^^^f  non 
sarà  nullo  (anzi  non  sarà  numera})ile,  v.  art.  70) 
per  alcun  numero  oc  della  l.**  o  della  2.°"  classe; 
e,  poiché  5^"^  è  contenuto  in  A^"\  l'intorno  £  con- 
terrà punti  di  A^^\  Ne  segue  che  p  è  punto  limite 
di  ^(">,  ossia  fa  parte  di  ^4^"+^),  e  quindi  (art.  68) 
di  ^^"'  qualunque  sia  '-t;  onde,  per  la  definizione 
di  A^--\  esso  appartiene  ad  ^(-^'.  Dunque  J.^-^) 
non  è  nullo. 

73.  Se  A  è  un  aggregato  qualunque,  A^—'^  è 
perfetto,  ^ 

Imaginiamo  A  contenuto  in  un  segmento  a  h,  e 
cominciamo  col  dimostrare  che  J.^-^'  non  può  con- 
stare d' un  unico  punto  p  di  questo  segmento.  Sup- 
posto A'^"^=p^  si  divida  ap  per  metà  in  «j, 
poi  ai  p  per  metà  in  a2,  ecc.  Dicendo  Bn  la  parte 
di  A'  contenuta  nel  segmento  an-i  an  (dove  si  sup- 


*  Questo  teorema  comprende  anche  il  caso  particolare 
in  cui,  A'  essendo  numerabile,  ^4""^  è  nullo  (art.  72);  giac- 
ché un  aggregato  nullo  è  perfetto,  essendo  identico  al  suo 
derivato,  che  è  pure  nullo* 

Vivant  r.  4 
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pone  «0  —  a),  siccome  Bn  ^-^^  fa  parte  di  A^^^-^ ,  ed 
^(")  consta  dell'unico  pimto  /?,  il  quale  non  ap- 
partiene al  segmento  an—i  an ,  sarà  Bn  ^-^^  ^^  0,  e 
Bn  sarà  numerabile  (art.  72);  ma  l'insieme  dei 
segmenti  an-\a,i  e  numerabile,  quindi  (art.  24)  lo 
sarà  pure  la  parte  di  A^  contenuta  iu  a  p.  Ana- 
logamente si  dimostra  che  lo  è  la  parte  di  A'  con- 
tenuta in  p  b,  sicché  (art.  23)  A'  è  numerabile,  e 
J.(--)   è  nullo  (art.  72)  contro  l'ipotesi. 

Dopo  ciò,  tenuto  conto  che  J.^-')  è  chiuso  (ar- 
ticolo 68),  per  stabilire  il  teorema  basterà  dimo- 
strare che  esso  è  concentrato,  ossia  che  ogni  suo 
punto  ò  un  suo  punto  limite.  Sia  q  un  punto  di 
A^^-^  che  non  sia  un  suo  punto  limite;  potrà  as- 
segnarsi un  intorno  £  di  g  non  contenente,  oltre  q 
stesso,  alcun  altro  punto  di  A^^^ .  Se  C  è  la  parte 
di  A  contenuta  in  £,  C(^^-^  sarà  la  parte  di  ^(-^J 
contenuta  in  e,  cioè  si  ridurrà  al  solo  punto  g,  il 
che  fu  dimostrato  impossibile. 

74.  Se  A  è  un  aggregato  qualunque^  Vaggre- 
gato  R  =  A'  —  A^-^^   è  numerahlle. 

Poiché  ^(--)  è  perfetto  (art.  73),  ed  R  non  ha 
punti  comuni  con  esso,  nessun  punto  di  R  potrà 
essere  punto  limite  di  ^i-^^),  cioè  per  ogni  punto 
di  R  potrà  determinarsi  un  intorno  del  punto  stesso 
non  contenente  alcun  punto  di  ^.(-^'.  La  parte 
dell'intervallo  ah^  in  cui  s'imagina  contenuto  A^ 
ricoperta  (una,  più  od  infinite  volte)  da  quegli  in- 
torni, consterà  d' un  insieme,  finito  o  numerabile 
(art.  38),  d' intervalli  parziali  tra  loro  separati.  De- 
notiamo questi  intervalli  con  £],  ^21  •  •  •  5  ^  le  parti 
di  R  in  essi  rispettivamente  contenute  con  J?i,  R^,... 
Poiché  R  è  compreso  in  A\  R^^^^ ,   e   quindi  eia- 
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'/  dal  e 


senno  de^li  Rn  ^"^ ,  sarà  compreso  in  ^(")  ;  ma  s» 
non  racchiude  alcun  punto  di  A^—^ ,  quindi  En  ^"^  =  0, 
ed  Bn  (art.  72),  e  per  conseguenza  (art.  24)  R.  è 
numerabile. 

75.  Se  A'  non  è  numerabile^  esiste  un  j^rimo 
numero  a  della  prima  o  della  seconda  classe  tale 
che  A^""^  è  perfetto. 

Riprendiamo  l'eguaglianza  (art.  71): 

A'=:     ^      (^0)   _^(/+l))-f-^(X2) 
/^ — 

e  confrontiamola  coll'altra  (art.  74): 
A  =  R^Ay-'-). 

Ne  deduciamo  (v.  nota  all'art.  44): 
i^=    ^    (^'7)  -  ^O'+D). 

Se  nessuno  degli  aggregati  Mi'^  fosse  perfetto, 
nessuno  degli  aggregati  (^'/)  —  ^4'/+i))  sarebbe 
nullo,  e,  poiché  l'insieme  dei  termini  della  somma 
non  è  immerabile  (art.  63),  non  lo  sarebbe  nep- 
pure //,  mentre  si  sa  che  R  è  numerabile  (arti- 
colo 74).  Quindi  esistono  numeri  y  per  cui  A^y^  è 
perfetto;  e  fra  questi  ve  n'ha  uno  minimo  (art.  65). 

76.  Dai  teoremi  degli  articoli  71,  74,  75,  te- 
nuto conto  di  quello  dell'art.  44,  si  hanno  i  se- 
guenti : 

Se  A  è  un  aggregato  chiuso  numerabile^  esiste 
un  primo  numero  y-  della  prima  o  della  seconda 
classe  tale  che  A"^=0. 

Se  A  è  un  aggregcdo  chiuso  non  numerabile., 
esiste  un  primo  numero  oc  della  prima  o  della  se- 
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conda  classe  tale  che  J.(")  è  perfetto^  e  l'aggregato 
R^=:  A  —  A^^'^  è  numerahile. 

E  come  corollario: 

Un  aggregato  chiuso  A  può  sempre  scomporsi 
in  due  aggregati  parziali  R,  S: 

A=^R  ^  S, 

di  cui  Furio  R  numerabile^  l'altro  S  perfetto.  L'ag- 
gregato S  è  nullo  sempre  e  soltanto  se  A  è  nume- 
rabile. 

77.  Se  A  è  un  aggregato  perfetto  di  punti 
d'ima  retta,  il  quale  non  è  denso  in  alcun  inter- 
vallo, può  costruirsi  un  aggregato  nuìnerabile  e 
concentrato  avente  A  per  derivato  primo. 

Possiamo  supporre  A  contenuto  in  un  certo  in- 
tervallo finito  0,  l'insieme  dei  cui  punti  designeremo 
con  1.  Scrivendo  : 

B  denoterà  l'insieme  dei  punti  dell'intervallo  o 
che  non  appartengono  all'aggregato  A.  Poiché  per- 
tanto A  non  ha  alcun  punto  limite  che  non  ap- 
partenga ad  A  stesso,  per  ogni  punto  di  B  si  po- 
trà determinare  un  intorno  del  punto  medesimo 
non  contenente  alcun  elemento  di  A.  La  parte 
delF intervallo  o  ricoperta  (una,  piìi  od  infinite 
volte)  dalF  insieme  di  tali  intorni  sarà  costituita 
da  un  aggregato,  necessariamente  numerabile  (arti- 
colo 38),  d'intervalli  parziali  separati.  Diciamo  F 
l'insieme  degli  estremi  di  sinistra,  Q  quello  degli 
estremi  di  destra  di  questi  intervalli,  e  poniamo: 

C=PVQ. 
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L'aggregato  C,  formato  dalla  riunione  di  due 
aggregati  numerabili  P,  (),  è  numerabile  (art.  23). 

Inoltre  esso  è  concentrato.  Sia  infatti  e  un  suo 
|)unto  qualunque,  y  un  intorno  qualunque  di  que- 
sto. L'intorno  y  conterrà  certamente  punti  di  A, 
giacche  altrimenti  e  non  sarebbe  un  estremo  d'uno 
degli  intervalli  considerati;  ma,  non  essendo  A 
denso  iu  alcuna  parte  di  o,  y  dovrà  contenere  an- 
che punti  non  appartenenti  ad  A.  Ne  segue  che 
entro  y  stanno  di  necessità  punti  di  P  e  punti  di 
Q,  ossia  punti  di  (7,  e  quindi  che  ogni  punto  di  C 
è  punto  limite  di  C  stesso,  sicché  C  è  concentrato. 

Si  consideri  ora  un  punto  di  C;  in  ogni  suo  in- 
torno vi  saranno  punti  di  (7,  e  quindi,  per  ciò  che 
si  disse  poc'anzi,  punti  di  A,  sicché  i  punti  di  C 
sono  punti  limiti  di  A,  e  però  —  essendo  A  per- 
fetto —  appartengono  ad  A  stesso.  Reciprocamente, 
non  essendo  A  denso  in  alcuna  parte  di  o,  in  ogni 
intorno  d'un  suo  punto  qualunque  giaceranno 
punti  di  j5,  e  quindi  punti  di  C,  sicché  ogni  punto 
di  A  appartiene  a  C 

Ne  segue  A=C\  e  l'aggregato  C  soddisfa  a 
tutte  le  condizioni  del  teorema. 

78.  Ogni  aggregato  perfetto  lineare  (cioè  com- 
posto di  punti  d'una  retta)  ha  la  potenza  del  con- 
tiniio. 

Sia  .4  un  aggregato  perfetto  di  punti  d'un  seg- 
mento ò.  Se  esso  è  denso  in  una  parte  £  ai  o  (od 
anche  in  tutto  S),  esso  conterrà  tutti  i  punti  di  s  ; 
infatti  tutti  questi  punti  sono  suoi  punti  limiti,  e 
quindi,  essendo  A  perfetto,  devono  appartenere  ad 
esso.  La  potenza  di  A  sarà  dunque  (art.  22)  ^  di 
quella  dell'insieme  dei  punti  di  £;  ma  questa  (ar- 
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ticolo  32)  è  eguale  a  quella  dell'insieme  dei  punti 
di  B,  la  quale,  a  sua  volta  (art.  22),  ò  ^  di  quella 
di  A.  Ne  segue  che  A  ha  la  potenza  del  continuo. 
Supponiamo  ora  che  A  non  sia  denso  in  alcuna 
parte  di  o.  Potrà  costruirsi  (art.  77)  un  aggregato 
G  numerabile  e  concentrato  avente  per  derivato 
.1;  non  potendo  0  essere  chiuso  (art.  40),  A  con- 
terrà altri  punti  oltre  quelli  di  C,  e  potrà  scri- 
versi : 

A^-^C-]-  D, 

dove  l'aggregato  D  non  è  certamente  nullo.  Di- 
ciamo /l'insieme  degli  intervalli,  di  cui  gli  estremi 
sono  i  punti  di  C. 

Fra  due  qualunque  di  tali  intervalli  sono  com- 
presi altri  intervalli  dell'  insieme  J;  infatti,  se  ciò 
non  fosse,  in  qualunque  parte  del  tratto  compreso 
fra  i  due  intervalli  considerati  giacerebbero  punti 
di  ^1,  e  però  A  sarebbe  denso  in  quel  tratto,  ciò 
che  è  escluso.  Disponiamo  ora  gli  intervalli  del- 
l'insieme /  in  ordine  di  grandezza  decrescente 
(efr.  art.  38): 

I^-ih,  =2,...), 

e  sopra  un  segmento  qualunque  ^  prendiamo  un 
aggregato  di  punti: 

L--={h,  k,--h 

numerabile,  denso  in  tutto  il  segmento  or  e  non 
contenente  gli  estremi  di  esso.  Noi  potremo  sta- 
bilire fra  gli  elementi  dei  due  aggregati  J,  L  una 
corrispondenza  biunivoca  completa  e  tale  che,  se 
un  intervallo  £  si  trova  alla  destra  di  uu  altro  nel 
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segmento  o,  il  punto  corrispondente  al  primo  si 
trovi  alla  destra  del  punto  corrispondente  al  se- 
condo nel  segmento  o.  A  tal  uopo  si  faccia  anzi- 
tutto corrispondere  all'intervallo  i^  il  punto  l^,  che 
diremo  anche  pi.  In  L  esistono  certamente  punti 
che  si  trovano  rispetto  ad  l^  nella  stessa  posizione 
relativa  in  cui  si  trova  s.j  rispetto  ad  £,;  sia  /,•, 
quello  tra  essi  che  ha  indice  minimo,  designiamolo 
con  p2  e  consideriamolo  come  omologo  ad  £.2-  Così 
proseguendo,  si  vede  che  a  ciascun  segmento  u 
corrisponde  uno  ed  un  solo  punto  /;•,•  ossia  pi.  E 
facile  vedere  che  dalla  corrispondenza  non  resta 
escluso  alcun  punto  /.  Siansi  infatti  determinati  i 
punti  Pi,  /?2i  •  •  •  •)  P'^  1  6  sia  It  il  punto  d'indice  mi- 
nimo fra  i  rimanenti  punti  l.  Nell'insieme  1  esi- 
stono certamente  intervalli  che  si  trovano  rispetto 
ad  sj,  ^2^"  '  ì  '"-s  nella  stessa  posizione  relativa  in 
cui  si  trova  h  rispetto  a  Pi,  p-i, . . . ,  p^  ;  quello  tra 
essi  che  ha  indice  minimo  avrà  evidentemente  per 
omologo  in  L  il  punto  It. 

Indichiamo  con  J  l'insieme  dei  punti  del  seg- 
mento <7,  e  definiamo  l'insieme  M  mediante  la  re- 
lazione: 

Jr=L-\-M. 

Sia  m  un  punto  di  1/.  Preso  ur.  suo  intorno  a 
sinistra,  in  questo  giaceranno  certamente  punti 
dell'  aggregato  : 

^>  =  Ih^  Ih^  • .  •  ; 

sia  piì^  quello  tra  essi  che  ha  l'indice  minimo. 
Prendiamo  un  nuovo  intorno  a  sinistra  di  w,  di 
lunghezza  non  maggiore  di  metà  del  precedente, 
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e  non  contenente  p//,,  e  sia  ph^  quello  iva  i  punti  p 
in  esso  compresi  che  ha  indice  minimo  ;  e  così  via. 
I  punti  ^;/,„  p/i2, . . .  formeranno  una  successione  ad 
indici  crescenti,  procedente  da  sinistra  a  destra,  e 
avente  per  limite  m.  Pure  da  sinistra  a  destra 
procederanno  gli  intervalli  omologhi  e/^j,  s//,^, . . . ,  e 
quindi  —  essendo  decrescente  la  loro  grandezza 
perchè  gl'indici  crescono  —  essi  si  avvicineranno 
indefinitamente  ad  un  certo  punto  w,  il  quale  appar- 
terrà ad  A^  perchè  in  ogni  suo  intorno  stanno 
punti  di  0,  e  quindi  di  A.  Può  dimostrarsi  però 
che  esso  non  appartiene  a  G.  Infatti,  se  esso  fosse 
un  estremo  (necessariamente  di  sinistra)  d'un  in- 
tervallo Ve,  il  punto  pjc  corrispondente  ad  H^  in  e 
dovrebbe  trovarsi  a  destra  di  tutti  i  punti  pn,^  Ph.,y... 
e  non  potendo  esso  coincidere  con  m^  perchè  que- 
sto non  appartiene  ad  L,  dovrebbe  stare  a  destra 
di  m.  Detto  pertanto  ps  uno  qualunque  dei  punti 
p  compresi  fra  m  e  'pk  ^  ^s  dovrebbe  essere  a  destra 
di  tutti  gli  intervalli  £/?,,  s/j^, . . . ,  e  a  sinistra  di 
^k ,  ossia  a  sinistra  del  punto  7i  ;  ma  ciò  è  impos- 
sibile, perchè,  preso  un  intorno  a  sinistra  di  n  di 
ampiezza  minore  di  £§  ,  in  esso  stanno  certamente 
intervalli  £/<,.  Dunque  il  punto  n  appartiene  al- 
l' aggregato  1). 

Tenendo  fìsso  il  punto  m  e  prendendo  in  modo 
diverso  la  successione  ph^,  pi^^  - -• ,  si  otterrà  una 
successione  £/?,,  £//„  ...  di  intervalli  diversi  da  quelli 
di  prima.  Il  limite  n  però  non  muterà;  giacche 
ogni  intervallo  £  che  sta  alla  destra  di  tutti  quelli 
della  prima  successione  deve  stare  del  pari  alla 
destra  di  tutti  quelli  della  seconda,  e  viceversa. 
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Si  possono  invertire  le  considerazioni  precedenti, 
partendo  da  un  punto  ìi  di  D  per  giungere  ad  uno 
m  di  M. 

Con  ciò  si  è  stabilita  una  corrispondenza  biu- 
nivoca completa  fra  gli  aggregati  D  ed  M\  sicché 
si  ha: 

D  ~  M. 

D'altra  parte,  essondo  C  eà  L  numerabili,  A 
(art.  40)  e  J  (art.  30)  non  numerabili,  si  ha  (ar- 
ticolo 26): 


Ne  segue: 


J'-T. 


79.  Ogni  aggregato  lineare  chiuso,  o  è  nume- 
rabile, 0  ha  la  potenza  del  continuo.  * 

Si  è  trovato  per  un  aggregato  chiuso  qualunque 
(art.  76): 

A=:R  +  S, 

dove  R  è  numerabile   ed    S   è   perfetto.   Se   S  è 
nullo,  si  ha: 

A  =  R-^N; 

se  S  e  perfetto,  si  ha  (art.  26): 
'    A--  S-  T. 


*  Cantor  ha  affermato  ripetutamente  che  questo  teorema 
sussisto  per  tutti  gli  aggregati  lineari,  ma  una  dimostra- 
zione rigorosa  di  ciò  non  fu  ancora  data.  Quella  di  P.  Tan- 
^-ERY  (^ote  SU)'  la  théorie  des  ensembles,  Bull,  de  la  Société 
math.  de  France,  T.  XII,  1884,  pag.  90-96)  è  imperfetta. 
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80.  Ogni  aggregato  perfetto  di  pttnti  posti  in 
imo  spazio  ad  un  numero  qualunque  n  di  dimen- 
sioni ha  la  potenza  del  continuo. 

Supporremo  per  semplicità  n  =  2;  e  imagineremo 
di  piìii  punti  dell' aggreg-ato  perfetto  A  posti  entro 
il  quadrato  avente  per  due  lati  contigui  i  segmenti 
01  di  due  assi  coordinati  ortogonali.  Diremo: 

B    l'insieme  dei  punti  del  quadrato, 

Bi  l'insieme  dei  pu'iti  di  B  aventi  ambe  le 
coordinate  irrazionali, 

Bi  l'insieme  dei  punti  di  B  aventi  una  sola 
coordinata  irrazionale, 

B^  l'insieme  dei  punti  di  B  aventi  ambe  le 
coordinate  razionali, 

^1,  Jg)  ^3  1q  parti  di  A  contenute  rispetti- 
vamente in  i?i,  B2,  B'^. 
Inoltre,  fissata  sopra  una  retta   qualunque  una 

origine,  e  preso  su  di  essa  il  segmento  01,  diremo; 
G    l'insieme  dei  punti  del  segmento, 
Ci  l'insieme  dei  punti  di  C  aventi  ascissa  ir- 
razionale, 

G2  l'insieme  dei  punti  di  C  aventi  ascissa  ra- 
zionale. 

Fra  i  punti  ct  di  0|  e  quelli  hu,,u.,  di  B^  può 
stabilirsi  una  corrispondenza  biunivoca  completa 
come  all'art.  36.  Diciamo  E  l'insieme  dei  punti 
di  C'i  omologhi  a  quelli  di  A^^  Ei  l'insieme  dei 
punti  di  E'  che  appartengono  a  Cj,  Ei  l'insieme 
di  quelli  che  appartengono  a  Co,  sicché: 

E'  =  E,-{-E.. 
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Sia  Cr   un  punto  di  Ei,  e  poniamo,  colla  nota- 
zione dell'art.  36: 

poiché  esso  è  punto  limite  di  E,  per  ciascun  va- 
lore di  h  da  1  in  avanti  potrà  trovarsi  in  E  un 
punto  ct  tale  che  i  primi  2  k  termini  dello  svi- 
luppo: 

coincidano  con  quelli  di  r;  tali  punti  formeranno 
una  successione  avente  per  limite  e,-.  I  punti  omo- 
loghi in  Bi  formano  una  successione  tale,  che  i 
primi  k  termini  dello  sviluppo  in  frazione  conti- 
nua delle  coordinate  del  punto  /j-esimo  della  suc- 
cessione coincidono  con  quelli  di  tutti  i  successivi. 
IXe  segue  che  anche  tale  successione  ammette  un 
limite,  il  quale  è  un  punto  bs,,s.,  a  coordinate  irra- 
zionali, e  quindi  appartiene  a  Bi.  Di  più,  siccome 
i  punti  della  successione  di  cui  òj,,s,  è  il  limite,  come 
omologhi  di  punti  dell'aggregato  E,  appartengono 
ad  Al,  e  quindi  ad  A,  e  siccome  questo  è  perfetto, 
il  punto  bs^,s.i  apparterrà  ad  A,  e,  per  essere  le  sue 
coordinate  irrazionali,  ad  Ai  ;  ed  il  suo  omologo  e- 
in  C'i  apparterrà  ad  E.  Dunque  ogni  punto  di  Ei 
appartiene  ad  E,  o,  in  altri  termini,  tutti  i  punti 
di  E'  che  non  appartengono  ad  E  hanno  ascissa 
razionale;  ne  segue  (colla  notazione  stabilita  nel- 
l'art. 42)  che  l'aggregato: 

E'-  B{E,E') 

e  numerabile  o  finito  (art.   22,  27).  D'altra  parte 
l'aggregato: 

E -vìe,  E'), 
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essendo  isolato,  è  numerabile  o  finito  (art.  41).  Ne 
segue  : 

E'-  D  (E,  E')  -^  E-D {E,  E'), 

e  quindi: 

E'  -  E. 

Ma  E\  (art.  7)  essendo  un  aggregato  chiuso, 
0  è  numerabile  o  ha  la  potenza  del  continuo  (ar- 
ticolo 79)  ;  quindi  lo  stesso  potrà  dirsi  di  £',  e  pa- 
, rimenti  di  ^4^  che  è  equivalente  ad  E. 

Consideriamo  ora  la  parte  F  di  A.^  posta  sopra 
la  retta  x  =  v,  dove  i;  è  un  numero  razionale  com- 
preso fra  0  ed  1.  I  punti  di  F  avranno  ordinata 
irrazionale;  e,  se  un  punto  di  F'  ha  ordinata  ir- 
razionale, esso,  per  essere  A  perfetto,  dovrà  far 
parte  di  .4,  e  quindi  di  F,  Ne  segue,  come  poc'anzi, 
che: 

F'-D  {F,  F') 

consta  di  punti  ad  ordinata  razionale,  e  quindi  ò 
numerabile;  e  se  ne  conclude,  collo  stesso  ragio- 
namento di  prima,  che  Eoe  numerabile  o  ha  la 
potenza  del  continuo.  E  poiché  a  ciascun  valore 
razionale  dell'ascissa  o  dell'ordinata  corrisponde 
un  aggregato  come  F,  e  la  riunione  di  tali  aggre- 
gati forma  ^2?  P^ò  concludersi  (art.  24,  37)  che 
^2i  0  è  numerabile,  o  ha  la  potenza  del  continuo. 

Infine  A^  (art.  33)  è  numerabile. 

Dunque  .4,  o  è  numerabile,  o  ba  la  potenza  del 
continuo. 
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Ma  A,  essendo  perfetto,  non  può  essere  nume- 
rabile (art.  40);  quindi  esso  ha  la  potenza  del 
continuo. 

81.  Di  qui  può  dedursi  come  prima  che: 

Ogni  aggregato  chiuso  di  punti  posti  in  uno 
spazio  ad  un  nuynero  qualunque  di  dimensioni^  o 
è  numerabile^  o  ha  la  potenza  del  continuo. 


PARTE  SECONDA. 

TEORIA  GENERALE   DELLE  FUNZIONI  ANALITICHE. 


Funzioni  dei  punti  d'un  campo. 

82.  Se  a  ciascun  punto  (Fun  campo  ad  un  nu- 
mero qualunque  di  dimensioni  si  assegna  come 
corrispondente  un  unico  valore,  reale  o  complesso, 
si  dice, che  l'insieme  di  questi  valori  costituisce 
una  funzione  dei  punti  del  campo.  Si  dice  che  la 
funzione  è  reale^  se  tutti  i  valori  di  cui  consta 
sono  reali. 

Noi  cercheremo  di  estendere  alle  funzioni  dei 
punti  d'un  campo  alcune  definizioni  e  proprietà 
relative  alle  funzioni  ordinarie,  riferendoci  per  Io 
più  ad  un  campo  a  due  dimensioni.  ^'^ 

83.  Dicesi  limite  superiore  (inferiore)  d'una 
funzione  reale  dei  punti  d^un   campo   un  numero 


*  Opere  da  consultarsi:  Bianchi  12,  Biermann  13,  14,  Bo- 
REL  16,  17,  FoRSYTH  54,  Harkness  e  MoRLEY  73,  Hermitk 
74,  Petersen  139,  Pincherle  151,  153,  Puzyna  177,  Tan- 
XERY  e  MoLK  194,',TnoMAE  198.  —  V.  anche  :  Hurwitz  82. 

**  Per  map:giori  particolari  v.  il  mio  Corso  di  calcolo  in- 
finitesimale già  citato. 
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tale,  che  nessun  valore  della  funzione  è  maggiore 
(minore)  di  esso,  ma  che,  prosa  ad  arbitrio  una 
quantità  positiva  ^,  esistono  valori  della  funzione 
che  differiscono  da  esso  per  meno  di  (7. 

Il  limite  superiore  (inferiore)  esiste  sempre,  ed 
è  unico. 

Il  limite  superiore  (inferiore)  si  dice  anche  mas- 
simo (minimo),  quando  esso  è  uno  dei  valori  che 
prende  la  funzione. 

Se  si  ha  una  funzione,  reale  o  no,  dei  punti  di 
un  campo,  e,  presi  due  punti  qualunque  di  esso, 
si  fa  la  differenza  dei  valori  corrispondenti  della 
funzione,  l'insieme  dei  valori  assoluti  delle  quan- 
tità così  ottenute  ammette  un  limite  superiore,  che 
dicesi  oscillazione  della  funzione  in  quel  campo. 

Per  una  funzione  reale  l'oscillazione  è  eguale 
alla  differenza  tra  il  suo  limite  superiore  e  il  suo 
limite  inferiore. 

Se  L  è  il  limite  superiore ^  l  il  limite  inferiore 
d' lina  funzione  reale  dei  punti  d'un  campo^  esiste 
nel  campo  almeno  un  punto  tale  che  in  ogni  suo 
intorno  il  limite  superiore  della  funzione  è  L,  ed 
un  altro  punto  tale  che  in  ogni  suo  intorno  il  li- 
mite inferiore  è  l. 

84.  Una  funzione  f{x)  dei  punti  x  d'un  campo 
dicesi  continua  in  un  punto  e,  se,  presa  comunque 
una  quantità  positiva  ^,  può  trovarsi  un  intorno 
di  e  per  tutti  i  punti  x  del  quale  sia: 

\f(x)^1(c)\<-. 

A  questa  definizione  è  equivalente  l'altra: 
Una  funzione  reale  dicesi  continua  in  un  punto 
e,  se,  presa  comunque  la  quantità  positiva  ^,  può 
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trovarsi  un  intorno  di  e  nel  quale  l'oscillazione  sia 
minore  di  e. 

Per  le  funzioni  continue  dei  punti  d'un  campo 
possono  dimostrarsi  i  seguenti  teoremi: 

/  moduli  dei  valori  d'una  funzione  continua 
costituiscono  ima  funzione  continua  (reale). 

Se  una  funzione  è  continua  in  tutto  un  campo ^ 
presa  una  quantità  positiva  qualunque  «y,  può  tro- 
varsi una  certa  quantità  r  tale,  che  l'oscillazione 
della  funzione  in  ogni  cerchio  di  raggio  r  conte- 
nuto nel  campo  sia  minore  di  cr  (teorema  della 
continuità  uniforme). 

Se  una  funzione  reale  è  continua  Ì7i  tutto  un 
campo,  ed  L,  l  sono  i  suoi  limiti  superiore  ed  in- 
feriore, esiste  almeno  un  punto  in  cui  essa  prende 
il  valore  L,  ed  un  altro  in  cui  essa  prende  il  va- 
lore l.  —  Più  brevemente:  Una  funzione  reale 
continua  in  un  campo  ammette  in  esso  un  massimo 
ed  un  minimo. 

Una  funzione  reale  continua  in  un  campo  as- 
sume in  esso  qualunque  valore  compreso  fra  il  suo 
massimo  ed  il  suo  ìninimo. 

La  somma  ed  il  prodotto  di  più  funzioni  conti- 
nue in  un  punto  sono  funzioni  continue  in  quel 
puìito. 

Il  quoziente  di  due  funzioni  continue  in  un 
punto,  delle  quali  la  funzione  divisore  non  è  nulla 
in  quel  punto,  è  una  funzione  continua  nel  punto 
stesso. 

Se  una  serie  di  funzioni  continue  in  un  punto 
è  equiconvergente  in  un  intorno  di  esso,  la  somma 
della  serie  è  una  funzione  contìnua  in  quel  punto. 
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Serie  di  potenze. 

85.  xibbandonando  ora  lo  studio  delle  fun- 
zioni più  generali  dei  punti  d'un  campo,  noi  co- 
minceremo ad  attribuire  ai  punti  del  piano  un  si- 
gnificato aritmetico,  e  ci  occuperemo  di  quelle 
funzioni,  il  cui  valore  in  un  punto  si  ottiene  ese- 
guendo operazioni  aritmetiche  sul  valore  rappre- 
sentato dal  punto  stesso.  Le  funzioni  di  questa 
natura  possono  dirsi  espressioni  aritmetiche.  Noi 
considereremo  d'ora  innanzi  il  piano  come  l'ima- 
gine  dell'insieme  di  tutti  i  numeri  complessi. 

Le  più  semplici  espressioni  aritmetiche  sono 
quelle  ottenute  combinando  la  variabile  complessa 
X  rappresentata  dai  punti  del  piano  con  altri  va- 
lori numerici  costanti,  reali  o  complessi,  mediante 
addizione,  sottrazione  e  moltiplicazione.  Tali  espres- 
sioni hanno  il  nome  di  polinomi^  e  il  loro  studio 
è  di  spettanza  dell'Algebra  elementare. 

La  più  ovvia  generalizzazione  dei  polinomi  si 
ottiene  supponendo  che  in  un  polinomio  ordinato 
secondo  le  potenze  crescenti  della  variabile  il  nu- 
mero dei  termini  cresca  oltre  ogni  limite.  Si  ha 
così  una  serie,  i  cui  termini  contengono  potenze 
intere,  positive  e  crescenti  della  variabile,  o,  come 
si  dice  più  brevemente,  una  serie  di  potenze^ 

86.  Abbiasi  la  serie  di  potenze: 

2   aux^',  (1) 

7i=0 
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e  SI  ponga: 

\  ah\=v.hy         \x\=\. 

Si  possono  dividere  tutti  i  numeri  reali  e  posi- 
tivi in  due  classi  A^  B^  secoudochè  essi,  posti  in 
luogo  di  i  nella  serie  a  termini  reali  e  positivi: 

oo 

2  ■  oc/,  i^* ,  (2) 

la  rendono  convergente  o  divergente.  E  chiaro 
che,  se  un  numero  appartiene  alla  classe  A  (o  B), 
ogni  numero  minore  (maggiore)  di  esso  appartiene 
alla  stessa  classe.  Esiste  quindi  un  unico  numero 
p,  non  minore  di  alcuno  dei  numeri  della  classe 
A  ne  maggiore  di  alcuno  di  quelli  della  classe  j5, 
cioè  avente  la  proprietà,  che  per  ogni  ?  <  p  la 
serie  (2)  è  convergente,  per  ogni  ?  >  p  essa  è  di- 
vergente. A  quale  delle  due  classi  A^  B  appar- 
tenga il  numero  p,  se  cioè  per  :  =  p  la  serie  (2) 
sia  convergente  o  divergente,  non  può  decidersi 
in  generale. 

Alla  classe  A  appartiene  in  tutti  i  casi  il  nu- 
mero 0,  giacché  per  ;  =  0  la  (2)  si  riduce  al  suo 
primo  termine.  Se  essa  non  contiene  alcun  altro 
numero,  allora  p  --=  0.  Può  avvenire  invece  che 
tutti  i  numeri  reali  e  positivi  appartengano  alla 
classe  A\  allora  si  suol  porre  ^  —  oo. 

Se,  facendo  centro  nell'origine,  si  descrive  un 
cerchio  di  raggio  p,  per  tutti  i  punti  interni  ad 
esso  si  ha  |  ^  |  —  ^  <  P,  per  modo  che  la  serie 
(2)  è  convergente,  e  quindi  la  serie  (1)  è  assolu- 
tamente   convergente;    invece    per    tutti    i    punti 
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esterni  |  ^  j  =  ;  >  e,  sicché  la  serie  (2)  è  diver- 
gente, e  la  (1)  non  è  assolutamente  convergente. 
Pei  punti  della  circonferenza  non  si  può  dir  nulla 
in  generale. 

Il  numero  p  dicesi  raggio  di  convergenza,  e  il 
cerchio  di  raggio  p  col  centro  nell'origine  cerchio 
di  convergenza  della  serie  (1). 

Esempi  : 

1  -r  ^  +  ^'^  +  . .  •  ha  raggio  di  convergenza  1  ; 
l^Ux  +  2\x'+..,        „  „  0; 

.    X     ,    x^ 

87.  Nei  punti  esterni  al  suo  cerchio  di  con- 
vergenza una  serie  di  potenze  non  è  convergente 
neppure  semplicemente. 

Supponiamo  che,  per  un  valore  di  x  tale  che 
X  \  -~l>  Q^  la  serie  sia  convergente  ;    dovrà  es- 
sere allora: 

lim  ah  x^'  =  0, 

A =00 


e  quindi  : 


lim  y^h  V  =  0. 

A =00 


Ciò  vuol  dire  che,  presa  una  quantità  positiva 
arhitrariamente  piccola  ^,  può  trovarsi  un  numero 
n  tale,  che  per  ogni  h  >  n  sia  : 

y-h  V'  <  <7. 
Se  dunque  /;  è  una  quantità  compresa  fra  p  e 
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3^  S3>r8/  < 


«A  ri^'  <  ff  1  4 


(f)' 


e  quindi: 


(ir 


+1 


^-T 


C30 

onde  la  serie    2;    a/i  r/^  sarebbe  convergente,  men- 

7^=0 

tre,  per  essere  v)  >  p,  essa   è  divergente,  Dunque 
l'ipotesi  fatta  non  può  aver  luogo. 

88.  Una  serie  di  potenze  è  equiconver gente 
in  qualunque  cerchio  avente  il  centro  neWovigine 
e  raggio  minore  del  raggio  di  convergenza. 

Sia  p  il  raggio  di  convergenza  della  serie,  q'  un 
numero  positivo  qualunque    minore   di    p.  Poiché 

co 

per  ;  =  p'  la  serie    ^    ^h  V^  è   convergente,   presa 

una  quantità  positiva  <y   ad  arbitrio,  potrà  deter- 
minarsi un  numero  n  tale  che  sia: 


Ne  segue  per  ogni  Ì:^  p': 


oo  oo 
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e  quindi  per  ogni  punto  x  del  cerchio  di  raggio 
p'  col  centro  nell'origine  (il  contorno  incluso): 


!   h=ni-l 

ciò  che  prova  l'asserto. 

89.  Osservando  che,  pei  teoremi  dell'art.  84, 
xj'  è  funzione  continua  di  .r,  si  ha,  in  virtìi  d'  un 
teorema  dello  stesso  articolo: 

Una  serie  di  potenze  è  una  funzione  continua 
in  ogni  cerchio  col  centro  n eli'  origine  di  raggio 
minore  del  suo  raggio  di  convergenza. 

Ora,  se  si  ha  un  campo  qualunque  interno  al 
cerchio  di  convergenza  (cioè  di  cui  tutti  i  punti, 
compreso  il  contorno,  appartengano  al  cerchio  di 
convergenza  ma  non  al  contorno  di  esso),  può  sem- 
pre tracciarsi  un  cerchio,  avente  il  ceiitro  nell'o- 
rigine e  raggio  minore  del  raggio  di  convergenza, 
che  lo  contenga  completamente.  Ne  segue  pertanto: 

Una  serie  di  potenze  è  una  funzione  continua 
in  qualunque  campo  interno  al  suo  cerchio  di 
convergenza.  0  più  brevemente:  Uìia  serie  di  po- 
tenze è  una  funzione  continua  nell'interno  del  suo 
cerchio  di  convergenza. 

90.  Il  raggio  di  convergenza  d' una  serie  di 
potenze  è  evidentemente  funzione  dei  coefficienti 
di  essa;  ma  lo  studio    di    tale   funzione   presenta 

ravissime  difficoltà,  ed   è   ancora   quasi  tutto  da 
farsi. 

Una  relazione  notevole  tra  i  coefficienti  d'  una 
serie  di  potenze  e   il  suo  raggio   di  convergenza 
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h  data  dal   teorema   seguente  :  "^ 

oo 

Se   ^   ahx^^  è  una  serie  di  potenze,  e  ^h  —  \ah  |, 
/<— 0 

l'elemento  massimo'*''^  X  dell' insieme  derivato  del- 
l'insieme di  valori  reali  e  positivi: 

H^  \/=^-2r  A3,  •••,('/ °^A,..  (0 

è  il   valor  reciproco    del   raggio    di  convergenza 
della  serie. 

Il  numero  a  può  anche  definirsi  come  Velemento 
di  separazione  tra  i  numeri  tali  che  nelV  insieme 
(1)  esistono  infiniti  elementi  maggiori  di  essi  e 
quelli  non  aventi  tale  proprietà. 

Prendiamo  un  valore  ;<-^:  sarà  -^  >  X,  e,  in- 

A  l  '      ' 

dicando  con  a.  un   numero   compreso   tra  -^  e  X, 
potrà  scriversi: 

0 

dove  0<9<1.  Per   la  definizione  di   X,  esisterà 
solo  un  numero  finito  d'elementi  dell'insieme  (1) 


*  Hadamard  64,  67.  —  Peingshéim  {EnnjUop.  d.  math. 
Wissenscìiaften^  T.  I,  Leipzig,  1898,  pag.  81)  osserva,  che  il 
teorema  era  già  stato  prima  scoperto  da  Cauchy,  e  che  poi 
era  andato  in  dimenticanza,  sicché  ora  porta  il  nome  di 
ITabamard. 

**  Si  noti  che  un  aggregato  chiuso  di  numeri  reali  am- 
mette sempre  un  elemento  massimo  ed  un  elemento  minimo. 
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maggiori  di  [a;  detto  n  il  più  grande  fra  gli  in- 
dici di  tali  elementi,  per  ogni  h  >  n  si  avrà  : 

h —  0 

V  a/i  <  a  =  ^  , 

da  cui: 

a/,  V'  <  6/'  , 

e  sommando: 

oo  oo  0"4-l 

2       a;/;/'<       ^       0^^  = 


/t  =  «+l  7i=.rt-f-l  1  —  6 

Ne  segue  che  pel  valore  considerato  di  ;  la  se- 
co 
rie    ^    y-hV^  è  convergente. 

7i=0 

Prendiamo  ora  ;  >  ^-,  ossia  -y^  <  >^.  Ti  saranno 

....    1 
nell'insieme  (1)  infiniti  elementi  maggiori  di  —  , 

cioè  si  avrà,  per  infiniti  valori  di  h: 


da  cui: 
Ne  segue  che  pel  valore  considerato  la  serie 

oo 

-    Vi  V^  è  divergente. 

Dunque  ^  è  il  raggio  di  convergenza  della  se- 

A 


rie  proposta. 
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91.  Dal  teorema  precedente  possono  trarsi 
molte  conse^^uenze:  ne  esporremo  alcune  in  questo 
articolo. 

Se,  al  crescere  indefinitamente  di  h.  tende 

ad  un  limite  determinato  ^,  il  valor  reciproco  di 
questo  limite  è  il  raggio  di  convergenza  della 
serie. 

È  noto  "^  che,  se tende  ad  un  limite,  allo 

stesso  limite  tende  \/  ^h .  Nel  caso  considerato  Tiu- 

sieme  derivato  dell'  insieme  dei  valori  v  ^h  consta 

del  solo  valore  >^,  e    quindi  il   raggio  di  conver- 

.    1 
geuza  e  -T- . 

A 

Se  il  raggio  di  convergenza  della  serie  di  pò- 

OO  CX) 

lenze  ^  cih  x^  è  p,  e  quello  della  serie    ^     bh  x^'' 

/i=0  h=0 

OO 

è  p\  quello  della  serie   ^    auhhx^^  ^  ^pp'.  ^^ 

Poniamo  |  ah  |  —  ^-^  ,   \hh\^=  ^h  •  Preso  un  nu- 
mero qualunque  \^"  > — ^,  scomponiamolo  in   due 

•pp 

fattori  [A,  \j,'  tali  che  sia  [j-  >  — ,  \>-'  >  — ^,  ciò   che 

P  P      ^ 

può  farsi  in  infiniti  modi.  Si   potranno  poi  deter- 


*  V.  p.  es.  Cesàro,  Corso  di  analisi  algebrica^  Torino, 
1894,  pag.  100. 

**  Hadamaru  70,  71,  72.  —  V.  anche  Jensen  83,  Meyer,. 
109. 
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minare  (art.  90)  due  numeri  n,  7%'  tali,  che  per 
ogni  h  >  n  sia  \/  a;^  <  u.  e  per  ogni  li  >  n'  sia 
y  3a  <a';  indicando  allora  con  n"  un  numero  non 
minore  di  alcuno  dei  due  numeri  ^?,  n\  per  ogni 

h  >  n"  sarà  v  '^A  H  <\^  v'  '--=  ^"-  J^e  segue,  indi- 
cando con  e,"  il  raggio  di  convergenza  della  serie 

°°  1 

^    ah  hh  x^' ,    che    deV  essere     'J-'^  ^  -77  ogniqual- 

volta  ;j-''> — :,  e  quindi  — 7— -77,  ossia  o"^oo'. 
P  ?  ?  ?        P 

92.  Esponiamo  qui,   per  ragione  di  analogia, 

il  teorema  seguente: 

00 
Se  il  raggio  di  convergenza  della  serie  ^  ah  xh 

h-O 

è  p,  e  quello  della  serie  2  hhx^^  è  ^\  quello  della 

h=0 

co 

serie    ^    {ah  r  bh  )  x^^  è  eguale  al   più  piccolo  dei 

h=0 

numeri  p,  p',  se  essi  sono  diversi.,  è  eguale  invece 
ALMENO  al  loro  valore  comune.,  se  essi  sono  eguali. 

Infatti,  supposto  p  >  o\  per  |  rz*  |  <p'  le  due  serie 
sono  convergenti  quindi  lo  è  anche  la  terza,  in- 
vece per  9  >  \  X  \  >  ^'  la  prima  serie  è  conver- 
gente e  la  seconda  non  lo  è,  sicché  non  lo  è  nep- 
pure la  terza;  ciò  che  prova  che  il  raggio  di  con- 
vergenza della  terza  serie  è  precisamente  p'. 

Al  contrario,  se  p  =  p',  per  |  a;  |  <  p  la  terza 
serie  è  convergente,  ma  del  suo  modo  di  compor- 
tarsi per  \  X  \  >  p  uulla  può  dirsi  in  generale;  sic- 
ché si  può  soltanto  asserire  che  il  suo  raggio  di 
conver<renza  non  è  minore  di  p. 
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93.  La  questione  della  dipendenza  del  raggio 
di  convergenza  dai  coefficienti  può  considerarsi 
sotto  un  altro  punto  di  vista.  Supposto  cioè  i  coef- 
ficienti funzioni  di  natura  determinata  d'una  nuova 
variabile  ?/,  si  può  studiare  il  raggio  di  conver- 
genza p  come  funzione  di  y.  Ma,  anche  in  questo 
indirizzo,  pochi  sono  i  risultati  finora  ottenuti.  ^ 
Essi  mostrano  però  che,  anche  nel  caso  più  sem- 
plice in  cui  i  coefficienti  sono  funzioni  razionali 
intere  di  ?/,  p  è  in  generale  una  funzione  discon- 
tinua di  ?/. 

P.  es.  può  costruirsi  una  serie  di  potenze,  i  cui 
coefficienti  sieno  polinomi  in  2/,  e  il  cui  raggio  di 
convergenza  abbia  un  certo  valore  R  per  tutti  i 
valori  di  ,y,  tranne  un  numero   finito   n  di  valori 

Vi)  y-2^  •  1  •  5  Un  pei  quali   esso  ha   un   altro   valore 

00 
E'  >  E.  Infatti,  se  le  serie   di   potenze    ^    ah  x^  , 

00 

-    hhx^^  hanno    rispettivamente    i  raggi    di  con- 

7t=:0  ^ 

vergenza  2?,  E\  e  se  si  pone: 

{y  -  y\)  (y -yè-'-iy  —  y^)  —  ^ 0/), 

la  serie  : 

00 

^    {hh  +  ah  cp  (?/)]  x^' 

ha  (art.  92)  la  proprietà  voluta. 
Più  generalmente,  se: 

B  =  f{y\       R'=9(y) 


*  PiNciiEELE  157,  Vivant:  211,  212. 
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sono  i  raggi  di  convergenza  delle  serie: 

OO  00 

:ì:    ah(y)x^',        ^    hh(ìf)x^\ 
la  serie: 

OO 

^   [bh  iy)  +  ah  (y)  'f  (y)]  x^' 

h=0 

ha  raggio  di  convergenza   f{y)    per  tutti  i  valori 
y  per  cui  f{y)<g(j/)  e  'f  0/)  -  7  0,  raggio  di  con- 
vergenza g  (y)  per  tutti  gli  altri. 
Può  invece  dimostrarsi  il  teorema  seguente: 
Se  i  coefficienti  d'una  serie  di  potenze: 

00 

^   ah  (y)  x^' 

7t=0 

sono  polinomi  di  grado  non  superiore  ad  un  certo 
numero  p,  e  se  per  p  ^  l  valori  y^,  yi^. . .  ^yp  di  y 
la  serie  ha  raggio  di  convergenza  maggiore  0 
eguale  ad  un  certo  numero  B,  la  stessa  cosa  ha 
luogo  per  tutti  gli  altri  valori  di  y» 
Poniamo  : 

cth  iy)  =  Cho  +  Chiy  i-  cn^  y^  +  . . . --  Chp  yP , 
'   1     2/0     Vo^  •  •  •   2/0^    I 

1    y\   2/1'  ••  •  y\^ 


/>, 


1    yp   yv^^  •  '  '  yp ^' 

e  denotiamo  con  Dn  i  complementi  algebrici  degli 
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elementi  del  determinante  D.  Poiché  per  ipotesi 
le  serie: 

oo 

^   ah{yi)x^       (i  =  0,  1,...  ,p) 

hanno  raggio  di  convergenza  ^  7?,  lo  stesso  avrà 
luogo  (art.  92)  per  le  serie: 

oo 

^    [Dih  ah  il/o)  +  B'iTc  ah  (Pi)  -f  . . .  + 

h=0 

I)pi.i.k  ah  {yp)]  x^'         (k  =  1,  2, . . .  ;  p  -h  1), 
ossia  : 

00 

h=0 

e  quindi  (lasciando  da  parte   il  fattore  Z))  anche 
(art.  92)  per  la  serie:  , 


^    {chQ  -\-  Chi  ?/  +  ...  +  chp  y^  )  OL^' , 


ossia: 

00 

2   ah  (y)  x^ , 

h=0 

dove  y  può  avere  valore  qualunque. 

Per  altri  teoremi  congeneri  possono  consultarsi 
i  lavori  citati  nell'ultima  nota. 

94.  Data  una  serie  di  potenze^  può  trovarsi 
un  intorno  dell'  origine  in  nessun  punto  del  quale, 
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tranne  tutù' al  più  V  origine  stessa,  la  serie  ha  va- 
lore zero.  * 

00 

Sia    -    ah  ;c'*  =  P  (x)  la  serie  di  potenze  consi- 

h=0 

derata,  e  supponiamo  dapprima  aQ==0.  Poiché 
f{x)  è  funzione  continua  nell'interno  del  suo  cer- 
chio di  convergenza  (art.  89),  potrà  determinarsi 
un  intorno  dell'origine  in  tutti  i  punti  x  del  quale 
sia: 

|P(^)-P(0)|<i«„|; 

ma  P  (0)  =  «01  quindi  sarà  in  tutti  i  punti  di  quel- 
r  intorno  P{x)==0. 

Sia  invece  «o  =  0,  e  supponiamo  inoltre,  per  ge- 
neralità : 

a^  =  «.>  =  ...  =  rtr-l  =  0,  ar  =r=0. 

Si  avrà: 

CXì  oo 

P{x)=    2   ahx^'==x''   ^   ar+hx^\ 

h=0  /i=0 

Ora,  per  ciò  che  si  è  detto,  può  trovarsi  un  in- 

oo 

torno    dell'origine   in   cui    ^   ar+hx^^  non  è  mai 

/ì=0 

zero;  in  quest'intorno  P{x)  si  annullerà  soltanto 
nell'origine. 

95.  Il  teorema   precedente  può  anche  enun* 
ciarsi  così: 


*  In  questo  teorema,  come  iu  altri  che  seguiranno,  si 
suppone  tacitamente  che  il  raggio  di  convergenza  non  sia 
nullo,  senza  di  che  il  teorema  non  avrebbe  alcun  senso. 
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Se  una  serie  di  potenze  si  annulla  in  un  ag- 
gregato di  punti  avente  per  punto  limite  V origine, 
essa  è  identicamente  nulla  (cioè  sono  nulli  tutti  i 
suoi  coefficienti).  * 


*  Segue  da  questo  teorema  che: 

oo 
Una  serie  di  potenze  Pix)=   s  ah  x*^  non  può  avere  va- 
h=o 
lore  reale  (ne  imramente  imaginario)    in  tutti  i  punti  d'un 
intorno  dell'  origine. 

Poniamo  ah  =  bh  +  ich  ,  e  diamo  ad  x  uu  valor  reale; 
dovrà  essere  : 

oo 

s   ch  xi^  =  0, 

donde  segue  ch  ~  0,  sicché  i  coefficienti  ah  devono  essere 
reali. 

Dopo  ciò  diamo  ad  x  un  valore  puramente  imaginario  iv\ 
avremo  : 

oo 
P  (/  ^•)  =   2   ah  (i  vyt  ~ 
h=o 

oo  oo 

=   2   (-'  1)^'  aoh  v'^^^  -f-  i   ì;   i-iy^  a2h+i  r^^^+i. 

h=0  /«=0 

Poiché  P  (i  v)  dev'  essere  reale  per  ogni  v  reale  e  di  mo- 
dulo minore  di  p,  dove  p  è  il  raggio  dell'intorno  considerato, 
dovrà  essere  per  tutti  questi  valori  di  v: 

oo 

2     (—  ly»  «2/^  +  1  t'2A  +  l=:0, 

donde  seguo,  pel  teorema  del  testo  : 

«27^+1=:  0         (7^  =  0,  1,,  2,...), 
e  quindi,  posto  x-=i/: 

oo 
P  ix)  =    r    «27*  cr2/i  =  Q  {x-}  =  Q  (?/). 

La  serie  Q  (j/)  dovendo  essere  reale  per  ognii  y  di  modulo 
minore  di  o^,  si  troverà,  ripetendo  il  ragionamento  prece- 
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Di  qui  si  hanno  senza  difficoltà  i  teoremi  se- 
guenti : 

Data  una  serie  di  potenze,  può  trovarsi  un  in- 
torno deW  origine  in  nessun  punto  del  quale  essa 
rìjirende  il  valore  che  ha  nelV  origine  stessa. 

Se  una  serie  di  potenze  ha  lo  stesso  valore  in 
tutti  i  punti  di  un  aggregato  avente  per  punto  li- 
mite r  origine,  essa  si  riduce  ad  una  costante  (cioè 
tutti  i  suoi  coefficienti  sono  nulli  meno  il  primo). 

Se  due  serie  di  potenze  hanno  valori  tra  loro 
eguali  (anche  se  eventualmente  diversi  da  punto 
a  punto)  in  tutti  i  punti  di  un  aggregato  avente 
per  punto  limite  V  origine,  le  due  serie  sono  iden- 
ticamente eguali  (cioè  i  loro  coefficienti  omologhi 
sono  eguali). 

96.  Le  proprietà  delle  serie  di  potenze  di  x 
possono  estendersi  alle  serie  di  potenze  di  x  —  e, 
dove  e  è  un  numero  finito,  purché  nei  A'ari  teo- 
remi si  sostituisca  all'origine  il  punto  e.  Così  per 
es.  Una  serie  di  potenze  ài  x  —  e  converge  entro 
un  cerchio  col  centro  in  e;  essa  non  può  annul- 
larsi in  un  insieme  di  punti  avente  per  punto  li- 
mite e  senza  essere  identicamente  nulla;  e  così 
via. 


dente: 

«2(2;ì-H,=:0  (/i=  0,1,2,...). 

Così  continuando,  si  dimostra  che  devono  essere  nulli 
i  coefficienti  i  cui  indici  contengono  al  massimo  la  2»,  3'%... 
Ijotenza  di  2;  e  quindi  che  tutti  i  coefficienti,  tranne  «o,  de- 
vono essere  nulli,  potendosi  per  ogni  dato  coefficiente  asse- 
gnare la  massima  potenza  di  2  contenuta  nel  suo  indice. 


80  '     Parte  seconda. 


Per  vedere  che  cosa  avvenga  quando  invece  di 
un  punto  e  a  distanza  finita  si  voglia  considerare 

oo 

il  punto  all'infinito,  facciamo  nella  serie  2  ajix^' , 

avente  il  raggio  di  convergenza  p,    la  trasforma- 

1  T   .  ^     «A 

zione  x-=—r:  essa  diviene    ^    —77-,  e  questa   se- 
x'  h=o  x'^         ^ 

rie   converge   per   |  ^' |  >  p^   posto   p'== — .   Nel 

P 
caso  che  si  considera  si  ha  dunque   una  serie  di 

potenze  di  — ,  la  quale  converge   nella  parte   del 

X 

piano  esterna  ad  una  certa  circonferenza  col  cen- 
tro nell'origine. 


Valor  medio  e  sue  applicazioni. 

97.  Sia  /"(a:^)  una  funzione  dei  punti  d'un  campo 
(7,  la  quale  sfa  continua  sopra  una  circonferenza 
di  raggio  p  col  centro  nell'origine.  Preso  un  nu- 
mero qualunque  n,  si  divida  la  circonferenza  in 
2"  parti  egnali,  a  partire  dal  punto  d'incontro  di 
essa  col  semiasse  positivo  x.  I  punti  di  divisione 
rappresenteranno  i  valori: 

P,     «np,      'J««^p,  ...,an'^"-lp 


della  variabile  x,  dove: 


2ni 

^2« 


è  la  radice  iraaginaria  dell'unità  d'ordine  2'^  avente 
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argomento  minimo,  e  indicando  con  M>,  f  (e)  la  me- 
dia dei  valori  della  funzione  in  quei  punti,  sarà  : 

Dimostreremo  che,  al  tendere  di  7t  ad  infinito, 
questa  espressione  tende  ad  un  limite  finito  e  de- 
terminato. 

Si  ha,  posto  a;t4-p  =  e'"*^'  : 

^-     ^f\.?),  (1) 


2"+^  4=0  ;=o  '   \  " 

M»+.f(p)  =  2-àr/7iV«+,p)-         (2) 

Facciamo  : 

k  =  2P.q  +  r,         .  (3) 

dove  q  ed  r  denotano  il  quoziente  ed  il  resto  della 
divisione  di  k  per  2p.  Dovendo  nella  (2)  k  va- 
riare da  0  a  2''+^  —  1,  si  otterranno  tutti  i  suoi 
valori  dalla  (3)  facendo  variare  in  essa  g  da  0  a 
2»—  1  ed  r  da  0  a  2^  -  1,   sicché  la  (2)  potrà 

2P 

scriversi,  tenuto  anche  conto  che  y-    ,    =  a,,  : 

ni-p 

1       2--1  2P-1      ,    ,.         ,,     ^ 
2«+i'    y=z<)   ,-.=0  '    \    «+^   '^  '/ 

VlVANTI.  6 
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Sottraendo  da  questa  la  (1),  si  ha: 
^n-\-pf(9)  —  %tf(?)  — 

= 2^p  ,^0  .io  L^  \  '"+^^  '■"  0  -■  n  ^.  p  )  ]• 

Ora,  poiché  la  f{x)  è  contìnua,  presa  <7  ad  ar- 
bitrio, potrà  trovarsi  ^  una  quantità  0  tale  che  la 
oscillazione  di  f  (x)  su  ogni  arco  eguale  o  minore 
di  0  sia  minore  di  e.  Dopo  ciò,  scelto  il   numero 

27r 
n  in  modo  che  l'arco  di  ampiezza  —  sia    minore 

di  6,  ed  osservando  che  l'arco  compreso  fra  i  due 
punti  : 


5£  '  Q 

a  e  oc  3c    p 


(0.^r:^2^-l), 


2^r      2-K     ,  , 
e  di  ampiezza  ^^'_^'^<^,  si  ha: 

^  |/-K+.«M-M<p)l<^ 

e  quindi: 

|M„+j,f(p).-M„f(F)|<a, 

relazione  la  quale  mostra  che,  al  tendere  di  n  ad 
infinito,  Mnfip)  tende  ad  un  limite  determinato 
e  finito.  Noi  designeremo  questo  limite  con  M  /"(p): 

M  f  (f  )  ™  lini    M„  f  (p)  =  lim  [^  '  2"  'f  (  ^;  P  )  l 


*  Pel  teorema  della  continuità  uniforme  delle  funzioni 
d'una  variabile  reale,  il  quale,  come  altri  teoremi  analoghi, 
può  immediatamente  estendersi  alle  funzioni  dei  punti  di 


l,-.,«o      ^,,«l„v,. 
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e  lo  diremo  valor  medio  "^  di  f{x)  siilla~circonfe- 
renza  di  raggio  p. 

La  definizione  di  valor  medio  si  applica  in  "par- 
ticolare ad  ogni  serie  di  potenze  avente  raggio  di 
convergenza  maggiore  di  p,  giacche  (art.  89)  una 
tale  serie  è  una  funzione  continua  in  tutto  l'interno 
del  suo  cerchio  di  convergenza,  e  quindi  in  par- 
ticolare sulla  circonferenza  di  raggio  p  considerata. 
98.  Il  modulo  del  valor  medio  dhma  funzione 
sopra  una  circonferenza  non  supera  il  massimo 
valor  assoluto  della  funzione  sulla  circonferenza 
sfessa. 

Sia  M{o)  il  massimo  valor  assoluto  della  fun- 
zione f{x)  sopra  la  circonferenza  di  raggio  p;  sarà, 
per  qualunque  valore  di  7i  e  di  k: 


f)  l^^VCp), 


quindi  : 


f{< 


i«nm\^^y\f[^l9)\^Mif). 


da  cui,  per  un  noto  teorema  sui  limiti: 
iMf(p)l-M(?). 


*  Il  vaìoì'  medio  fa  introdotto  da  Pringsheim  167,  172, 
174  principalmente  allo  scopo  di  stabilire  per  via  elementare 
il  teorema  di  Laurent  (v.  più  innanzi),  che  fu  dedotto  in 
origine  dalla  teoria  degli  integrali  curvilinei.  Altre  dimo- 
strazioni elementari,  ma  assai  meno  semplici  di  quella  di 
Pringsheim,  erano  già  state  date  precedentemente  da  Mit- 
tag-Leffler  ho,  111,  113  e  da  Schebffer  184. 
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99.  Si  dimostrano  assai  facilmente  i  seguenti 
teoremi: 

Il  valor  medio  d'iurta  costante  è  la  costante 
stessa. 

Il  valor  medio  del  prodotto  d\ma  costante  per 
una  funzmie  è  il  prodotto  della  costante  pel  va- 
lor medio  della  funzione. 

Il  valor  medio  della  somma  di  dìie  o  più  fun- 
zioni è  la  somma  dei  loro  valori  medi. 

100.  Se  le  infinite  funzioni: 

fi  W,  A  W, . . . 
sono   continue   sulla   circonferenza    di   raggio   p 

oo 

avente  il  centro  nelV  origine.,  e  se   ^   fu  (x)  è  equi- 
convergente  sulla  circonferenza  stessa.,  si  ha: 

oo  00 

M   2   fh{p)=   2   IVIA(p). 

h=l  h=l 

Presa  m  in  modo  che  sia  su  tutta  la  circoufe- 
renza : 

!         oo  1 

I  R,n  (X)  I  =  ^       fh  {x)  I  <  a, 

dove  ^  è  scelta  ad  arbitrio,  e  tenuto   conto  che, 

co 

per  un  noto  teorema,   2   fh  (x)  è  funzione  continua 

h=l 

sulla  circonferenza,  si  avrà  (art.  98,  99): 

oo  m 

M    ^    /•^(p)==   ^    MA(p)  +  Mi?,.(p), 

h=l  h-\ 

|Mi?m(p)|<^, 
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da  cui: 

oo  in  00 

jy!    i    f,  (p)  =  lim     i     IVI  n  (?)  =    ^    M  fh  (r). 

7/=l  m=oo  h  =  \  h  =  \ 

101.  Cerchiamo  il  valor  medio  d'una  potenza 
intera  della  variabile,  cioè  facciamo: 

f{:x)  =  x^\ 

dove  m  e  un  numero  intero.  Se  m  è  nullo,  si  ha 
(art.  99): 

M(c"0  =  l. 

Se    m^O,  si  ha: 


■>H    2»«— 1 


w^" 


Presa  ìi  tale  che  sia  2'*  >  |  ?/i  |,  la  somma  del  se- 
condo membro,  per  una  proprietà  nota  delle  ra- 
dici deir  unità,  è  nulla,  sicché  da  un  certo  valore 
di  n  in  avanti  M„(p'")  è  nullo;  quindi: 


M  (p"0  --  0      per      m  ^  0. 


102.  Abbiasi  ora  una  serie  di  potenze  di  rr, 

oo  ì        °° 

-  ah  x^  ,  ed  una  serie  di  potenze  di  — ,  ^  hh  x-^^\ 

h=0  X   7«=1 

e  sia  la  prima   convergente  entro   un   cerchio  di 
raggio  Pi,  la  seconda  fuori  (art.  96)   d'  un  cerchio 
di  raggio  p.?,  ambi  col  centro  nell'origine. 
Se  Pi  >  p2,  la  somma  : 

oo  oo 

f{x)=    ^    ahx''-\'    -    hhx-^' 
h=o  h=l 


86  Parte  seconda. 


sarà  una  funzione  continua  entro  la  corona  com- 
presa fra  le  duo  circonferenze,  e  però  il  suo  valor 
medio  su  ogni  circonferenza  di  raggio  p  tale  che 
p2  <  p  <  Pi  sarà  finito  e  determinato. 
Poniamo  per  tutti  i  valori  positivi  di  h\ 

sicché  potremo  scrivere: 

oo 
h——oo 

Dopo  ciò  avremo  (art.  100,  101): 

(X)  oo 

M/'(p)=     ^      IVI(aAp^)=     2     fuMp^-ao, 

h=—oo  h=—oo 

risultato  notevole,    che   ci    mostra  come  il  valor 

medio  della  f(x)  sia  indipendente  da  p. 

f(x) 
Anche è  una  funzione  continua   nella  co- 

rona  considerata  per  qualunque  valore  positivo  o 
negativo  di  r,  e  si  ha: 

f(A  oo  oo 

IVI^-^=:IVI       2      ah9^~''=     ^     ak^9^->-  =  ar. 

p'  h=—(X)  7i=— 00 

Dunque  per  ogni  valore  positivo,  nullo  o  nega- 
tivo di  r  si  ha: 

m  =  ar. 


1 03.  Dalla  formola  trovata  e  dal  teorema  del- 
l' art.  98  segue  : 

,       .       ^ 
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dove  31  denota  il  massimo  valore  assoluto  di  f{x) 
sulla  circonferenza  di  raggio  p. 

104.  Yogliamo  ora  calcolare  il  valor  medio 
sopra  una  circonferenza  e  della  funzione: 

xfjx) 

,  X  —  e' 

dove  f{x)  è  una  funzione  continua  sulla  circonfe- 
renza stessa,  e  e  è  una  quantità  di  modulo  di- 
verso da  p. 

Sia  dapprima  |  e  i  >  p.  Si  ha  dall'Algebra,  per 

\x\=c: 


X 


x—c  ^    1 _ " 

e 


-  =  — 1+-+  -  ■^- •  H 

X  e  \        e       \cj  J 


-m- 


che  ò  una  serie  di  potenze  avente  per  raggio  di 
convergenza  |  e  |  e  quindi  equiconvergente  sulla 
circonferenza  p.  Sarà  perciò  anche  equiconvergente 
la  serie: 

xl(x)i__  _    ^    x^'  f  jx) 
x—c  h=\      e'*     ' 

e  si  avrà  (art.  100): 

m5/M^__    ^  _Lm[p/^ /•(.)]  per   ìc|>p.   (I) 
9  —  e  h=i  e" 
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Sia  ora   |  e  |  <  p.  Si  ha  per  \  x  \  == 

.e  a;        \  X  J 


X 

X  —  e 


X 


e 

h=0  \  X 


e  ([uindi  come  prima: 

"  rS  ""  lo '" "  [k^^^^   P^'     '  '  '  <  P-  ^^^ 

Facendo  nelle  (1),  (2)  /  (a-)  --=  1,  si  ottiene  (ar- 
ticolo 101): 

M-^^ì'O    per     |c|>P, 

p  —  c       (1     per     I  e  I  <p.  ^  -^ 

105.  Ahhiansi  infinite  serie  di  potenze  posi- 
tive e  negative: 

fk(x)=     "^     akhx^'     (^^==l,  2,...)       (1) 

hz=—OQ 

convergenti  "^  entro  la  corona  compresa  fra  le  cir- 
conferenze di  raggi  pi  e  P2<Pi  col  centro  nel- 
V origine;  se  la  serie: 

oo 

F{x)=   2   fh{x)  (2) 

h--\ 

è  equiconver gente  su  ogni  circonferenza  col  centro 


*  Cfr.  art.  102. 
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nelV  origine  il  cui  raggio  p  sia  compreso  fra  pi  e 
p2,  allora: 

a)  Le  somme  dei  coefficienti  omologhi  delle 
serie  fk{x)  sono  convergenti; 

h)  Posto: 


la  serie. 


oo 

^    akh  -^  Ah  ,  (3) 

^=1 


G{x)=    "^     Ahx''  (4) 


è  convergente  in  tutti  i  punti  interni  della  corona 

ed  ha  lo  stesso  valore  di  F{x)  (leìnma  di    Weier- 

Strass).  * 

Poiché  le  funzioni  (1)   sono   (art.   89)   continue 

sulla  circonferenza  di  raggio    p,   e  la  serie  (2)  è 

equiconvergente    su    questa    circonferenza,    F{x) 

.      .  ,.  .  F(x) 

sarà  pure  una  funzione  continua,  e  cosi  — —  qua- 

F(z) 
hmque  sia  il  numero  intero  h  ;  e   però  M  — r-  sarà 

r  ri 

Qua  quantità  determinata  e  finita.  Ora   (art.  100, 
102): 

sicché  la  (3)  è  convergente. 


*  Weieestrass  216.  Le  condizioni  del  teorema  Bono  suf- 
ficienti ma  non  necessarie,  come  ha  mostrato  Runge  181  con 
un  esempio.  Le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  furono  poi 
stabilite  da  Akzelà  6. 
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Si  prenda  ora  un  valore  qualunque  ^\  compreso 
fra  p  e  Pi,  ed  un  altro  p'g  compreso  fra  P2  e  p,  e 
si  denoti  con  M^  il  massimo  valore  assoluto  di 
F{x)  sulla  circoufereoza  di  raggio  p/,  con  M2 
l'analogo  per  la  circonferenza  di  raggio  pg'.  Si 
avrà  dalla  (5)  per  tutti  i  valori  di  h  (art.  98),  te- 
nuto conto  della  (3): 


Uà  I  - 
quindi  : 


Pi'" 


Pi 


'h  ' 


analogamente  : 


U;.  I  =  j  M 
quindi  : 


Pa'"      'et'"  ' 


A=-l  A=l  \  P  /  P  —  P2 

Sommando  si  ha: 

;,=-oc  Pi  — p        p  — P2 


(6) 


sicché    la  serie  (4)    è  assolutamente   convergente 
per  ogni  x  di  modulo  compreso  fra  pj  e  pg. 
Poniamo  : 

Pi    —  P  P   -  P2 
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presa  «7  ad  arbitrio,  noi  potremo,  per  la  equicon- 
Yergenza  della  (2),  determinare  dae  numeri  «1,  n.^ 
tali,  che  sulla  circonferenza  f/  si  abbia: 


^,..AW    <^ 


l-N+l 


20 


per  ogni  N^ni,  e  sulla  circonferenza  p'2  si  abbia 
la  stessa  relazione  per  ogni  N^n^.  Indicando  al- 
lora con  n  un  numero  qualunque  non  minore  di 
alcuno  dei  due  numeri  ni,  no^  e  ponendo: 

Fn{x)=      1       fL-(x\ 

si  avrà  per  tutti  i  punti  delle   due  circonferenze 

Dopo  ciò,  se  si  ripete  il  ragionamento  sopra  espo- 
sto per  la  funzione  Fu  (:r),  si  giungerà  ad  una  re- 
lazione come  la  (6)  dove  in  luogo  di  Mi,  M^  figu- 
rerà -7,  e  in  luogo  dei  coefficienti  Ah  vi  saranno 

20 

i  coefficienti: 

"■  k=>i  -t-l 


Si  avrà  cioè: 


7i=-oo  \        f*      \  ù 
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e  quindi,  a  maf>'gior  ragione: 

per   !  .r  I  =:  p. 

D'altra  parte  n  può  prendersi  abbastanza  grande 
perchè  sulla  circonferenza  p  sia: 

I  Fn(x)\<j; 

ne  segue  per  ogni  \  x  \  —  p   e  per   ogni  n  da  un 
certo  valore  in  avanti: 


Fn{x) 


OO  ,    X 

h=-oo      ^ 


<<y. 


(7) 


Ora: 


i^W=    ^    flc{x)  +  Fn{x), 


e: 


OO  H  OO 

h~~oo  Jc^=l  /t=~oo 


ossia,  poiché  il  primo  termine  del  secondo  mem- 
bro è  la  somma  d'  un  numero  finito  di  serie  : 

ti  OO  OO  ,     . 

G{x)^   ^      ^      akhx^'+     2     4    é^-/^=: 

/c=l  h=  -00  h=-QO       '^ 


in) 


=   ^   f,{x)+      2     A)^'x\ 


k=l 


JlZ=- 00 
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onde  : 

00 


,(") 


Fix)-G  (x)  =  Fn  {x)  -     ^     A''^  x^^ , 

/<  =— co        '' 

e  quindi  per  la  (7),  per  \x\=y. 

\F{x)-G{x)\<'^, 
ossia,  essendo  ^  arbitrario: 

F{:x)  =  Cr(x), 

Derivata  ed  integrale  d'una  serie  di  potenze. 
106.  Dicesi  derivata  d'una  serie  di  potenze: 

X) 

P(x)=   2    ahx^' 

A=0 


la  serie: 


P'{x)==-  1    hakx^^-^ 


ottenuta  moltiplicando  ciascun  termine  per  l'espo- 
nente di  X  che  in  esso  figura  e  diminuendo  l'espo- 
nente stesso  di  un'unità. 

La  derivata  della  derivata  dicesi  derivata  se- 
conda^ e  si  denota  con  P"  {x)\  e  così  di  seguito. 

Dicesi  inter/rale  d'una  serie  di  potenze: 
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la  serie 


/ 


P(x)dx=   2   "/J^'  +  C 


ottenuta  aumentando  ciascun  esponente  d'un'unità 
e  dividendo  il  termine  relativo  per  l' esponente 
così  aumentato,  ed  aggiungendo  poi  una  costante 
arbitraria. 

La  derivata  deW integrale   d'una  serie  di  po- 
tenze è  la  serie  stessa. 

107.   Una  serie  di  potenze  e  la  sua  derivata 
hanno  lo  stesso  raggio  di  convergenza. 

Sia  p  il  raggio  di  convergenza  della  serie: 

oo 

P{x)-=    ^    ahx^, 
p'  quello  della  sua  derivata: 

p^(.r)^—  ~   hahxK 

X    h=l 

E  facile  dimostrare,  coi  criteri  dati  dall'Algebra, 
che  le  serie: 

00  00     ^h 

h^O  h=l    ri 

sono  convergenti  per  \  x  \  <ì^  dispergenti  per 
\  X  I  >  1,  sicché  il  loro  raggio  di  convergenza  è  1. 
Dopo  ciò,  applicando  il  secondo  teorema  del- 
Tart.  91,  prima  alle  serie  P(a:'),  cp  (x),  poi  alle  se- 
rie X  P'  (x)^  '}  {x),  troviamo  : 

p'^pxl,        p^p'xl, 

donde  p  =  e'. 
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In  virtù  dell'ultima  osservazione  dell'art,  pre- 
cedente, il  teorema  può  anche  enunciarsi  così: 

Una  serie  di  potenze  e  la  sua  serie  integrale 
hanno  lo  stesso  raggio  di  convergenza. 

108.  Dimostreremo  in  questo  articolo  e  nei 
successivi;  che  le  regole  ordinarie  di  derivazione 
sussistono  anche  relativamente  alla  nostra  defini- 
zione di  deris'ata.  * 

La  derivata  d'una  serie  ridotta  al  solo  termine 
costante  è  nulla. 

Reciprocamente,  una  serie  identicamente  nulla 
(cioè  di  cui  sono  nulli  tutti  i  coefficienti)  può  con- 
siderarsi come  la  derivata  d'una  serie  ridotta  al 
solo  termine  costante,  che  del  resto  può  avere 
qualunque  valore. 

109.  La  derivata  della  somma  di  due  serie 
di  potenze  è  la  somma  delle  loro  derivate. 

Abbiansi  due  serie  di  potenze: 

Pi{x)=    2    aihxf^      Pojx)^   ^   a2hx^\    (l) 
e  pongasi: 

oo 

P(x)  =  Pi  (x)  -r  P2  {x)  =    ^    [«!''  ^  «2;.]  X^  . 

Sarà: 

00  00 

P^'(x)=   ^    haihx^^-\     Pì(x)=   2:    haoj>xf^-\ 

7i=l  h—\ 

P'{x)==  ^    h\av>  -r  a2h]x^-\ 

7/=l 


*  TiVANTI  207. 
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quindi  : 

P'{x)  =  P,'{x)  +  P2'(x). 
no.  La  derivata  del  prodotto  : 

P{X)  =  PAX)P2{X) 

di  due  serie  di  potenze  Pi  (^),  P^ix)  è: 
Pi  {x)  P/  (x)  t  P/  {x)  P,  (x). 

Sieno  le  Pi{x),  P2  W  espresse  dalle  (1)  dell'ar- 
ticolo prec.  Si  ha,  per  definizione,  dall'Algebra: 


dove: 


P{X)=     2    Oh  x^' , 


Ch  =   2   aik  a2Jt-h , 


quindi  : 

00  00    r  7i  1 

P'{x)=   ."^   hchx^-^—   2    [hx^^-^  ^  aìha2,h-h\ 

h.=l  h=\  L  k=Q  J 

00    r  h  1 

-=    2:    Lc^-1    2    (h  —  k)aika2,h-h\-{' 
h=\  L         ^'=0  J 

00    r  7*  1 

^    \x^>'-^   2    ka\ka2,h-h\. 


Ora: 


00    r  /i  1 

^    \x^'-^   ^    (/^  —  A;)  au- «2,7^-X;  I  == 
7/=l  [  7iT=0  J 

00  C50 

=   2    aiT..^^    2    haux^'-'^^PAxìPzix), 

h=0  h=\ 
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h-lV  A'-O  J 

C50  CO 

sicché  il  teorema  risulta  dimostrato. 

111.  La  derivata  del  prodotto  di  più  serie  di 
potenze  si  ottiene  moltiplicando  la  derivata  di  cia- 
scuna serie  per  tutte  le  altre  e  sommando  i  ri- 
sultati. 

Poiché  il  teorema  sussiste  pel  prodotto  di  2  se- 
rie (art.  110),  basterà  dimostrarlo  coli' induzione 
completa. 

Sia: 


R(X)=    1     ChX^^--     n      Pr{x\ 
h=0  r=l 


dove: 


Pr{x)=    ^    arhx^     (r=-l,  2,...,n). 

k=0 


Posto: 


7—1 


SI  avrà: 

e  quindi,  poiché  il  teorema  sussiste  per  ;?  =  2  e 
si  ammette  vero  per  n  —  1  : 

Q'  (x)  =  P/  (x)  R  ix)  P,  Cr) . . .  Pn-i  (x)  + 
+  P,  (x)  P/  (.r)  P,  ix) .  . .  Pn-i  ix)  +  ... 

.  .  .  +  Pi  U)  P,  ix)  .  .  .  Pn-2  (X)  P'n-l  {x\ 

R'  ix)  -=  Q  ix)  P'n  ix)  +  Q'  Cr)  Pn  ix), 
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donde  segue: 

ir  (x)  -  }\'  (.r)  1\  (x)  P,  (x)  ...Pn  {x)  + 

-^  PAx)P,'{T)P,{x)...Pn{x)-\~...^ 
+  PAx)P.{x)...Pn-l{x)P'n{xl 

112.  La  derivata  di  [P{x)Y^ ,  dove  n  è  un  nu- 
mero intero  e  positivo  e  P{x)  ima  serie  di  potenze, 
è  n[PU')l''-i  P'(x). 

Basta  porre  nel  teorema  precedente  : 

P,  (.r)  =  p^^^r)  =  ...:=^  Pn  (X)  =  P  Gt). 

Si  deduce  di  qui  un  risultato  notevole. 
Poniamo: 


P(x)=    ^    GkX^^,     [P{x)Y=    ^    a\ 


P{x)]>^~i=    ì:    a)"~''x^^; 


sarà: 


^    ha^^^  x^-^==n    ^   .a)      ^  x^^ .    ^hanx^-^^ 
da  cui: 

Jn)  n      (^  („_l) 

113.  Abbiasi  una  serie  di  potenze: 
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1  cui  raggio  di  convergenza  sia  <j',  ed  un'altra  se- 
rie di  potenze: 

P{x)==    ?  airxJ', 

a  quale  per  ogni  valore  di  x  di  modulo  inferiore 
id  una  certa  quantità  p  abbia  valore  assoluto  non 
maggiore  d'una  quantità  p'  minore  di  «^  di  quanto 
poco  si  vuole.  Allora  la  serie  di  serie  di  potenze  : 

oo 

7?  (.r)  =  (?(P  (.,•))=    ì;    b„[P(r)]n 

ara  equiconvergeute  in  ogni  campo  contenuto  nel 
cerchio  di  raggio  o  col  centro  nelF origine,  e  po- 
trà quindi  (art.  105)  porsi  sotto  forma  di  una  se- 
rie di  potenze  : 

h=0 


dove 


cjt  =    -    bn  a"  . 


Dimostreremo  ora,  che  la  derivata  di  B  (e)  è  il 
prodotto  della  derivata  di  Q  (e)  per  quella  di  P{x). 
Si  ha: 

quindi: 

n=ì  ^=0 
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dove: 


dji  =    2.   n  Oh  a. 


D'altra  parte,  per  la  (1)  dell'art,  prec: 

ch  -■-"    ^    hna,    ■=—    ^      ^    n  k  hn  ai-  a.    ,    = 

1       Mz  V  7        («-1)1  1       V     7  7 

h    7c=l  l  «=i  ''    ^  J  /i  A=l 

quindi: 

e»  cx>    r  h  1 

R'{x)=   ^    hchx^'^=    ^    \x^-^    ^    kakdh-k\. 

ossia  : 

R'{x)^Q'{P{x)).F{x). 

1 1 4.  Possiamo  proporci  il   problema   di  tro- 
vare, se  esiste,  una  serie    di  potenze  la  quale  sia 

oo 

identica  alla  sua  derivata.  Se  P  (r)  ■=    ^    ah  x^^  è  la 
serie  cercata,  dev'essere: 


oo                          oo 

V    ahx^'=    ^    hahx^-^ 

h=0                    h^l 

ossia: 

V    f,;^  ^h  ^    >:    (/i  4-  1)  ah+ì  x^  , 

donde,  per  tutti  i  valori  di  h: 

ah  =  (h  +  l)  «//+!, 
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e  quindi: 

f/o  rrr  1  :  (7^  =  2  !(/,-=  3  !  (/3  =  ...  ,       . 

ossia  : 

""^hv  ■        


La  serie  cercata  è  dunque: 

«0(1  +  ^  +  1^  +  ...); 


lo  sviluppo  tra  parentesi  si" dice  serie  esponenziale^ 
e  si  suole  indicare  con  e^  : 

IUj         ,        U/  ,  ^,       ^ 

(colla  nota  convenzione:  0  I  -  1). 

La  serie  esponenziale   ò   assolutamente  conver- 
:ente  per  qualunque  valore  di  x,   giacche  il  rap- 
porto del  termine  /«-esimo  air(w-l)-esimo  tende  a 
zero  al  tendere  di  n  all'infinito.  Il  ragi,no  di  con- 
vergenza della  serie  ò  dunque  infinito. 

La  proprietà  fondamentale  della  serie  esponen- 
ziale è  la  seguente: 

e-c  ^.y  =  gx+y.  (1) 

Si  ha  infatti: 

h=Ah\^  h  -  lIlI^A-2121^  •••^ 

~^2!/i  — 2!  "^  1!A  — 1!  "^  A  !  T 
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ma: 


\r]  ~h~r\  r!' 
qaiiidi:  *      ..•  .  .    . 

h=Q       h  ! 
Dalla  (1)  e  dalla  e^  =  ì  segue: 

115.  Se  P{x)  ò  una  serie  dì  potenze,  e^i""^  ò 
(art.  105)  una  serie  di  potenze  convergente  almeno 
entro  il  cerchio  di  convergenza  di  P{x).  La  sua 
derivata  è  (art.  113,  114): 

eP(^^P'{.r). 

1 1 6.  Abbiasi  la  serie  di  potenze  : 

oo 

P{x)=    ^   anx\  (1) 

il  cui  raggio  di  convergenza  sia  p.  Indichiamo  con 
e  un  punto  interno  del  suo  cerchio  di  convergenza, 
e  poniamo: 

X  -  e  +  ^1  ; 
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la  P[x)  si  muterà  in  una  somma  di  infiniti  poli- 
nomi in  Xi'. 

oo 

P(.r):=    -    aA(ci-.riy^  =  9(^i).  (2) 

Poiché  la  (1)  è  (art.  88)  equiconvergente  in  ogni 
campo  interno  al  cerchio  p,  essa  lo  sarà  in  parti- 
colare su  qualunque  circonferenza  di  centro  e  con- 
tenuta entro  questo  cerchio;  quindi  (art.  105)  la 
o  {x{)  potrà  trasformarsi  in  una  serie  di  potenze 
di  0*1: 

co 

dove  Ay  è  la  somma  dei  coefficienti  di  Xi^'  nei  ter- 
mini della  (2).  La  forma  generale  di  questi  ter- 
mini è: 


ah  {e  -r  a'i)^  =  ah 


iO 


onde,  osservando  che  Xi*'  compare  solo  nei  termini 
in  cui  h^  r: 

oo   ij^\ 

Ar=   ^   [     \ahC^'-''  = 
h  =  r  \r  1 

1       oo 

=  —    i    h{h-ì)...(h  -  r  i-  ì)ah c^^-^ 
ri  h=r 

Ma  questa  espressione  è  la  derivata  r-esima  di 
Pix)  in  cui  si  è  fatto  x  =  c;  quindi  si  ha: 

Ar=-,P^'Hch 
ri 
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e  (convenendo  clie  P>^)(c)  —  P(c)) 

r^Q  r  ! 
ossia  : 


1    •> 


r==o       r! 
=  i'(c)  +  "^  1"  (e)  +  ^~--_!^  P"  (e)  +  . . .,    ■ 

che  ò  la  nota  serie  di  Taylor.  Essa  ò  convergente 
in  ogni  cerchio  col  centro  in  e  contenuto  entro  i 
cerchio  di  convergenza  della  (1),  e  quindi  il  su( 
raggio  di  convergenza  non  è  minore  di  p  —  |  e  |. 
1 1 7.  Dalla  forniola  trovata  segue  '. 

X  ~-  e 

=  ^"  ('•)  +  -^  1'"  W  +  ^^'  P'"  {'■)  t  . . . 

Al  tendere  di  x  a  e,  tutti  i  termini  della  serie 
del  secondo  membro,  meno  il  primo,  tendono  a 
zero,  e  quindi,  essendo  la  serie  equiconvergente, 
tende  a  zero  la  loro  somma.  Ne  segue: 

x^c  X   -  e 

Cioè  la  nostra  definizione  di  derivata  coincide 
con  quella  data  dal  Calcolo  infinitesimale. 
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Serie  dedotte. 


118.  La  relazione  trovata  (art.  116): 

P(x)=    --    ii^pu)(,)  (1) 

1=0       r  ! 

trasforma  una  serie  di  potenze  di  x  in  una  serie 
di  potenze  di  x  —  e,  essendo  e  un  punto  interno  al 
cerchio  di  convergenza  p  della  prima  serie.  Il  rag- 
gio di  convergenza  pi  della  seconda  serie  è  almeno 
eguale  a  p  —  |  e  |  ,  e  però  il  cerchio  dì  conver- 
genza della  seconda  serie,  o  è  tangente  interna- 
mente al  cerchio  p,  o  esce  in  parte  da  esso. 

La  serie  che  figura  nel  secondo  membro  della 
(l)  dicesi  la  serie  dedotta  dalla  P{x)  rispetto  al 
punto  e.  Indicando  in  generale  con  P{x)  una  se- 
rie di  potenze  di  x^  si  suol  designare  con  F  [x  \  e) 
la  serie  dedotta  da  essa  rispetto  ad  un  ])unto  e 

Per  ogni  punto  x  interno  ai  cerchi  di  conver- 
genza di  ambe  le  serie  si  ha: 

P(x)  =  F(x\c). 

Prendasi  ora  un  punto  d  interno  al  cerchio  di 
raggio  Pi  e  di  centro  e.  La  serie  dedotta  dalla 
P(x  \  e)  rispetto  al  punto  fZ,  che  può  denotarsi  con 
P{x  I  c^d)^  sarà  una  serie  di  potenze  di: 

[{x  -  e)  -  {d  -  c)l 

ossia  di  (x  -  d).  Se  il  punto  d  e  interno  anche  al 
cerchio  p,  potremo  formare  anche  la  serie  P{x  J  (/) 


106 


Parte  seconda. 


dedotta  da  P{x)  rispetto  al  punto  cU  la  quale  sarà 
pure  una  serie   di   potenze   di  (x  —  d).  Dimostre-j 
remo  che  P(.r  i  e,  d)  e  P{x  \  d)  sono  tra  loro  iden- 
tiche. 


Fig-.  1. 


Diciamo  P2,  P2'  i  rag^à  di  convergeni,a  di  queste 
due  serie. 
Nei  punti  interni  ai  cerchi  p,  Pi  sì  ha: 

P{x)  =  P{x\c); 
nei  punti  interni  ai  cerchi  pi,  p^  si  ha: 

P(x  I  c)  =  P{x  \c,d)'. 
nei  punti  interni  ai  cerchi  p,  ^^   si  ha: 

P{x):=^P{x\d). 
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Quindi,  indicando  con  c.^  il  più  piccolo  dei  raggi 
dei  due  cerchi  concentrici  P21  r-ii  ii^i  punti  comuni 
ai  tre  cerchi  p,  Pi,  pg  *  sarà: 

P(x)  =  P(x\c,d),      P{x)  =  P(x\d), 
e  per  conseguenza: 

P(x\c,d)  =  P{x\d). 

Pertanto  questa  eguaglianza  avrà  luogo  in  tutti 
i  punti  di  un  certo  cerchio  di  centro  f/,  donde  se- 
gue (art.  95): 

P{x\c,d)^P(x\d), 

Ciò  si  esprime  dicendo   che:    Le  serie  dedotte 

MEDIATAMENTE   e   IMMEDIATAMENTE    da   ìUia   Serie 

data  rispetto  ad  uno  stesso  punto  interno  al  suo 
cerchio  di  convergenza  sono  identicamente  eguali. 
Il  teorema  si  estende  senza  difficoltà  al  caso  di 
un  numero  qualunque  di  punti  intermedi,  purché 
tutti  questi  giacciano  nell'interno  del  cerchio  di 
convergenza  della  serie  primitiva. 

119.  Se  l'origine  sta  nell'interno  del  cerchio 
Pi.  si  può  far  coincidere  con  essa  il  punto  d^  ed 
allora  l'ultima  relazione  trovata  diviene: 

P(»U,0)sP(x). 

Cioè:  La  serie  primitiva  può  considerarsi  come 
dedotta  dcdla  sua  serie  dedotta. 


*  Tali  punti  esistono  sempre  neiripotesi  che  e  sia  interno 
al  cerchio  -  e  d  lo  sia  ad  ambi  i  cerchi  e,  pi. 
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Dimostreremo  che,  anche  quando  l'origine  non 
è  interna  al  cerchio  p.^,  la  serie  Fix)    può  consi 
derarsi  come   dedotta     -    però   mediatamente  — 
dalla  P{x  I  e). 

Sia  A  il  {)unto  d'intersezione  del  prolungamento 
di  OC  colla  circonferenza  p,  J/ il  punto  d'inter- 
sezione di  0  C  colla  circonferenza  pi,  sicché: 


Fiff.  2. 


Prendasi  sul  segmento  MA  un  punto  1),  che 
rappresenti  il  numero  complesso  e?,  e  sia  ?->  il 
raggio  di  convergenza  della  serie  P{x  |  e,  ^).  Se 
l'origine  ò  interna  al  cerchio  P2i  si  avrà: 

P{x  I  c,rf,0)  =  PW. 
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Nel  caso  contrario,  sia  iV  l'intersezione  del  sei,»-- 
mento  OD  colla  circonferenza  -'oi  ^  prendasi  un 
punto  E  del  segmento  N A^  il  quale  rappresenti 
il  numero  e.  Sia  £3  il  raggio  di  convergenza  della 
serie  P[.r  |  c^d^e).  Vogliamo  dimostrare  che,  con- 
tinuando in  tal  modo,  si  giungerà  necessariamente, 
dopo  un  numero  finito  di  passaggi,  ad  un  cerchio 
contenente  nel  suo  interno  l'origine. 

Si  ha  (art.  118),  posto    |  r/  |  =  0,   |  e  i  =  s, .  .  .  : 

Pi  —  ?  ~  Vi  9i  —  r  —  ^       P.:  —  P  —  .^  •  •  •  ; 
inoltre  : 

0M=  Y  -  pj,  OD>i-  Fi,     0N=  l  -  p,, 

OE>r.  C.3,       0P=3-P3,... 

Porremo  : 
o  =  OZ)  =  Y  —  Pi  +  ^,       z  =  OE  =  o — p2  +  ^>--«i 
dove  : 

Avremo  : 

O.Y=:ò-p.3^23-p=:2Y-2pi+2(7-p  =  Y-2Fi, 

0P=£  — P3:^2£  — p  = 

=  2(ò  -  Po)  +  2(7-  p^2(y  — 2pi)  +  2a-p.=:  Y-4pi, 

Ora  le  quantità  y  —  Pi,  Y  —  2  p^,  y  ""  4  Pi, . . .  non 
possono  essere  tutte  positive,  quindi  dopo  un  nu- 
mero finito  di  deduzioni  si  giungerà  ad  un  cer- 
chio di  convergenza  che  conterrà  nel  suo  interno 
r  origine. 
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1 20.  Dalle  cose  dette  nell'  art.  precedente  se- 
gue un  risultato  importante. 

Si  è  trovato: 

Fi  ^p  — y; 

ma,  poiché  la  P(x)  può  considerarsi  come  dedotta 
dalla  P{x  I  e),  si  avrà  per  la  stessa  ragione: 

P^Pi  — T, 
donde  segue: 

P  +  T^Pi^p  — Y.  (1) 

Ciò  si  può  esprimere  geometricamente  dicendo 
che:  //  cerchio  eli  convergenza  della  serie  P{x\c) 
è  compreso  fra  il  cerchio  di  centro  e  che  tocca  in- 
ternamente il  cerchio  di  convergenza  delia  P(^), 
e  quello  che  lo  tocca  esternamente. 

Dalla  (1)  risulta  pure  che:  //  raggio  di  conver- 
genza della  serie  dedotta  P(x  \  e)  è  funzione  con- 
tinua di  e. 

121.  La  derivata  della  serie  dedotta  da  una 
serie  data  rispetto  ad  un  punto  e  è  la  serie  dedotta 
rispetto  al  punto  e  dalla  derivata  della  serie  pri- 
mitiva. 

Poniamo  : 

Q(x-c)  =  P{.x\c)^   2    5__Ji_  p{,.)  (,) . 


sarà: 


r=0 


co     (^  —  Ar~\ 

Q'(x-c)=    ^    -^-^|t-P<'-Kc)  = 
r=i      r  —  1  ! 

/•=o       ri 
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D'altra  parte: 

P'{x\c)=   S  ^^"^  (P')('-)  (<•)  = 
r=o        r  ! 

_   ~    (x  —  py 


onde: 


P('-+i)  (e), 


Q'{x-c)^P'{x\c). 


122.  lì  limite  inferiore  del  raggi  di  conver- 
genza delle  serie  dedotte  da  una  serie  data  rispetto 
a  tutti  i  punti  interni  del  suo  cerchio  di  conver- 
genza^ è  nullo. 

Sia  À  il  limite  inferiore  dei  raggi  di  coDYer- 
genza,  e  suppongasi  a  >  0.  Prendasi  una  quantità 
positiva  ^'  <  ^,  ed  una  p'  <  p  ;  se  e  è  un  punto  qua- 
lunque della  circonferenza  di  centro  0  e  di  raggio 
p',  la  serie  dedotta  rispetto  a  questo  punto: 

P(X\C)=:     ?    (^-^)^'    p[r)^c) 

r=o        r  ! 

a^rà,  per  la  definizione  di  X,  raggio  di  conver- 
genza non  minore  di  X,  quindi  maggiore  di  À',  sic- 
ché essa  sarà  convergente,  e  però  continua,  in  tutto 
il  cerchio  di  centro  e  e  di  raggio  À',  il  contorno 
incluso.  L'insieme  di  tutti  i  cerchi  di  raggio  ^ 
aventi  il  centro  sulla  circonferenza  ^'  ricopre  la 
corona  circolare  compresa  tra  le  circonferenze 
di  raggi  p'  —  X'  e  p' +  X'  col  centro  nell'origine. 
I  valori  di  P(x)  nei  punti  del  cerchio  p'  —  X', 
quelli  comuni  a  P{x)  ed  alle  varie  P{x  \  e)  nella 
corona  tra  p'  —  X'  e  p',  e  quelli  delle  varie  P  (.r,  e) 
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nella  corona  tra  p'  e  p^  +  X',  costituiscono  una  fun- 
zione continua  in  tutto  il  cerchio  p'  +  X'  (il  con- 
torno incluso).  Il  modulo  di  questa  funzione  è  pure 
(art.  8J:)  una  funzione  continua,  quindi  ammette 
un  massimo  finito  M;  e,  se  indichiamo  con  Me  il 
massimo  modulo  di  P{.c  \  e)  sulla  circonferen/a 
di  centro  e  e  di  raggio  X',  sarà  Me  ^  M.  Ora  si 
ha  (art.  103): 


~\P(r)ic)\ 


M^ 


Fig.  3. 


ne  segue: 


1  M 

T,  1  ^"-'W  I  -^ 
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ossia  : 


per  tutti  i  valori  e  di  modulo  p'.  Applicando  quindi 
il  teorema  dell'art.  103  alla  serie: 


oo 
h 

si  ha: 


ossia  : 


('!)^''p'''-'i«/.i^j/, 

e  sommando  per  tutti  i  valori  di  r  da  0  ad  h 
da  cui: 


C30  CO 

i   \ah\V^^M    ^   (/i+1) 


È  noto  (cfr.  art.  107)  che  la  serie  del  secondo 
membro  è  convergente  per: 

ne  segue  che  la  Pix)  è  assolutamente  convergente 
per  ogni  x  di  modulo  minore  di  p'  +  X'.  Ora,  fis- 

VlVANTI.  8 
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sata  ^',  può  sempre  scegliersi  p'  in  modo  che  sia 
p'  +  X'>p;  sicché  si  giunge  alla  conclusione  che 
la  P{x)  è  convergente  in  punti  esterni  al  suo  cer- 
chio di  convergenza,  ciò  che  ò  assurdo. 

Dunque  >^  -  0,  e  il  teorema  resta  dimostrato. 
123.  Considerando  il  raggio  di  convergenza 
Pc  della  serie  dedotta  rispetto  ad  un  punto  e  come 
una  funzione  reale  di  e  definita  in  tutto  l'interno 
del  cerchio  p,  questa  funzione  (art.  122)  ha  per 
limite  inferiore  zero.  Esisterà  dunque  (art.  83)  un 
punto  p  in  ogni  intorno  del  quale  il  limite  infe- 
riore della  funzione  pc  è  ancora  zero. 

Questo  punto  non  può  stare  nell'interno  del  cer- 
chio p.  Supponiamo  infatti  esso  sia  interno,  cioè 
sia: 

\p  \  =^<p; 

descritto  un  cerchio  di  centro  p  e  di  raggio: 

8<p—  71, 

per  tutti  i  punti  interni  a  questo  cerchio  pc  avrà 
(art.  118)  valore  superiore  a  p — t:  —  5,  sicché  il 
suo  limite  inferiore  entro  il  cerchio  stesso  non  po- 
trà essere  zero. 

Dunque  il  punto  p  sta  sulla  circonferenza  p.  * 
Un  punto,  in  ogni  intorno   del   quale   il  limite 
inferiore  dei  valori  di  pc  è  zero,  dicesi  punto  sin- 


*  A  ciò  non  contraddice  la  circostanza  che  la  funzione 
pc  è  definita  soltanto  per  l'interno  del  cerchio  p;  giacché 
noi  possiamo  completarne  la  definizione,  senza  alterarne  il 
limite  inferiore,  attribuendo  ad  essa  valori  positivi  qualun- 
que nei  punti  della  circonferenza  p. 
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golare.  11  risultato  ottenuto  può  quindi  esprimersi 
così  : 

Sulla  circonferenza  del  cerchio  di  convergenza 
giace  almeno  un  punto  singolare. 

1  24.  Un  punto  singolare  non  può  giacere  nel- 
r interno  del  cerchio  di  convergenza  di  alcuna 
delle  serie  dedotte. 

Stia,  se  è  possibile,  il  punto  singolare  p  nell'in- 
terno del  cerchio  di  convergenza  {b)  della  serie 
dedotta,  mediatamente  o  immediatamente,  rispetto 
ad  un  punto  h.  Si  descriva,  centrando  in  p^  un 
cerchio  {p)  tutto  interno  a  (6).  I  cerchi  {b)  e  (p) 
e  il  cerchio  di  convergenza  (o)  della  serie  primi- 
tiva avranno  una  parte  comune  ;  detto  e  un  punto 
qualunque  di  questa,  pc  sarà  certo  maggiore  della 
minima  distanza  tra  le  circonferenze  (6),  (p),  quindi 
il  suo  limite  inferiore  non  potrà  essere  zero. 

Dunque  p  non  può  stare  nell'interno  di  alcun 
cerchio  di  convergenza. 


I 
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125.  Abbiasi  una  serie  di  potenze  P(x).,  il 
cui  raggio  di  convergenza,  supposto  finito,  sia  e; 
sia  e  un  punto  interno  al  cerchio  p,  e  il  raggio  di 
convergenza  di  P{x  \  e)  sia  maggiore  di  p  —  |  e  | 
(art.  118),  sicché  il  cerchio  di  convergenza  pi  di 
questa  serie  esca  in  parte  dal  cerchio  p.  I  valori 
di  P  {x)  nei  punti  di  p  non  comuni  a  pi,  quelli  di 
P(x  \  e)  nei  punti  di  p^  non  comuni  a  p,  e  i  va- 
lori comuni  (art.  118)  di  ambe  le  serie  nei  punti 
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comuni  a  P  ed  a  pi,  costituiranno,  nella  parte  del 
piano  ricoperta  dall'uno  almeno  dei  due  cerchi, 
una  funzione  continua.  Si  dice  allora  che  P{x  \  e) 
è  la  continuazione  analitica  di  P{x)  nella  parte 
di  Pi  esterna  a  p. 

Se  si  ripetono  le  stesse  considerazioni  per  tutte 
le  serie  deducibili  mediatamente  od  immediata- 
mente da  PU"),  si  verrà  a  definire  una  funzione 
continua  f{x)  in  tutta  la  parte  del  piano  ricoperta 
dai  cerchi  di  convergenza  delle  serie  considerate. 
Questa  parte  di  piano  sarà  di  necessità  tutta  di  un 
pezzo,  0,  come  suol  dirsi,  connessa.  Essa  chiamasi 
il  campo  d' esistenza  della  funzione  analitica  f{x); 
e  la  serie  P{x)  e  quelle  da  essa  dedotte  sono  gli 
elementi  della  funzione  analitica. 

Poiché  qualunque  delle  serie  dedotte  può  con- 
siderarsi come  primitiva  (art.  119),  può  dirsi  che: 
Una  funzione  analitica  è  determinata  completa- 
mente da  uno  qualunque  dei  suoi  elementi. 

Se  e  ò  un  punto  interno  al  cerchio  p,  può  ac- 
cadere che,  scelti  opportunamente  u  punti  Ci,C2,...,c«, 

P(x  I  Ci,  C.2,  . . . ,  Cu,  e)  =  P{x\  e).  (l) 

Ciò  avviene  in  particolare  (art.  118)  ogniqual- 
volta i  punti  c'i,  0-2, . . . ,  c«  sono  tutti  interni  al  cer- 
chio p.  Se  la  (l)  ha  luogo,  qualunque  sieno  i  punti 
Ci,  C2, . . . ,  Cn,  e  qualunque  sia  il  punto  e,  si  dice 
che  la  funzione  è  uniforme  o  monodroma;  nel 
caso  contrario  si  dice  non  uniforme  o  polidroma. 

Una  funzione  uniforme  prende  un  unico  valore 
in  ciì^sGun  punto  del  suo  campo  di  esistenza. 
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Nel  seguito,  a  meno  di  avvertenza  in  contrario, 
noi  limiteremo  sempre  il  nostro  studio  alle  fun- 
zioni analitiche  uniformi. 

126.  Suol  dirsi  che  una  funzione  analitica  si 
comporta  regolarmente  od  è  regolare  in  tutti  i 
punti  interni  del  suo  campo  d'esistenza,  ossia  in 
tutti  i  punti  ai  quali  corrispondono  elementi  della 
funzione.  1  punti  nei  quali  la  funzione  non  è  re- 
golare diconsi  punti  singolari  di  essa. 

Sono  punti  singolari,  d'una  funzione  analitica  i 
punti  singolari  di  tutti  i  suoi  elementi  (art.  123), 
giacche  questi  punti  (art.  124)  non  giacciono  nel- 
l'interno di  alcuno  dei  cerchi  di  convergenza  dei 
vari  elementi.  Essi  stanno  evidentemente  sul  con- 
torno del  campo  d'esistenza  della  funzione. 

U insieme  dei  punti  singolari  d'una  funzione 
analitica  è  chiuso.  —  Infatti,  se  un  punto  limite 
p  di  tale  insieme  non  fosse  singolare,  l'elemento 
corrispondente  avrebbe  un  certo  cerchio  di  con- 
vergenza, a  tutti  i  punti  interni  del  quale  corri- 
sponderebbero elementi  dedotti,  il  che  è  impos- 
sibile. 

1 27.  U  insieme  dei  punti  del  campo  d'esistenza 
(F  una  funzione  analitica,  nei  quali  essa  prende 
uno  stesso  valore^  è  isolato. 

Sia  e  uno  dei  punti  in  cui  una  funzione  anali- 
tica f{x)  prende  il  valore  a,  P{.r~c)  l'elemento 
della  funzione  ad  esso  corrispondente.  Potrà  as- 
segnarsi (art.  95)  un  intorno  del  punto  e,  in  nessun 
punto  del  quale  la  P{x  —  e),  e  quindi  la  f(x), 
prende  il  valore  «,  il  che  prova  l'asserto. 

E  poiché  questa  dimostrazione  vale  (cfr.  art.  94) 
anche  se  nel  punto  e  del   suo   campo  d'esistenza 
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la  f{oc)  prende  un  valore  diverso  da  ir,  può  con- 
cludersi : 

I  punti  limiti  dell'  insieme  dei  punti  in  cui  una 
funzione  analitica  prende  imo  stesso  valore  sono 
punti  singolari.  —  Oppure  (v.  art.  5): 

In  Off  ni  campo  interno  al  campo  d'esistenza  di 
ima  funzione  analitica  la  funzione  prende  lo  stesso 
valore  nn  numero  finito  di  volte. 

Dal  teorema  dimostrato  nella  nota  all'art.  95 
segue  : 

Una  funzione  analitica  non  può  essere  sempre 
reale  ne  sempre  puramente  imaginaria  in  tutto  il  suo 
campo  d'esistenza  senza  ridursi  ad  una  costante. 

E  di  qui  come  corollario: 

Data  la  parte  reale  d' una  funzione  analitica 
(come  funzione  reale  delle  parti  reale  e  imaginaria 
della  variabile  complessa),  è  determinata^  a  meno 
d'una  costante  additiva^  cmcJie  la  sua  parte  ima- 
ginaria^ e  viceversa. 

Siano  infatti  f{x),  fi  (x)  due  funzioni  analitiche 
aventi  la  stessa  parte  reale  U{u^  v)  (dove  x~  u  +  i  ?0  ; 
sia  cioè: 

fA-r)^U{u,v)  +  iVAu,v). 

Ne  segue: 

f{x)-f,{x)  =  iir(H,v)-T\{u,v)]. 

Ma  f{x)  —  /*!  (.t),  essendo  sempre  puramente 
imaginaria,  deve  ridursi  ad  una  costante,  il  che 
dimostra  l'asserto. 

1 28.  Se  e'  è  un  punto  interno  del  campo  di 
esistenza  cV  una  funzione  analitica,   V  elemento  di 
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questa  corrispondente  al  punto  e  ha  per  cerchio  di 
convergenza  il  pia  grande  cerchio  di  centro  e  con- 
tenuto nel  campo  d'esistenza  della  funzione. 

Infatti  la  circonferenza  di  questo  cerchio,  do- 
vendo contenere  almeno  un  punto  sini^olare  (arti- 
colo 123),  ha  necessariamente  qualche  punto  co- 
mune col  contorno. 

129.  Se  si  hanno  più  funzioni  analitiche 
f\{po)^fo{oc),...yfr{oc)^  i  cui  campi  d'esistenza 
hanno  ima  parte  comune  connessa  C,  e  se  fra  i 
loro  elementi  P^  ( r  —  e),  Po{x  —  c),...,  Pr  [oc  —  e) 
corrispondenti  ad  un  punto  e  di  questa  ha  luogo 
una  relazione  razionale  intera: 

F(P,  {X  -  C\  P.{X-C\...,  Pr  {X  —  C))  =  0, 

la  stessa  relazione  sussiste  fra  gli  elementi  corri- 
spondenti a  qualunque  altro  punto  del  campo  C 
(teorema  della  permanenza  delle  relazioni  ana- 
litiche). 

Sia  p  il  raggio  del  massimo  cerchio  di  centro  e 
contenuto  nel  campo  (7,  d  un  punto  qualunque  in- 
terno al  cerchio  p,  Pi  il  raggio  del  massimo  cer- 
chio di  centro  d  contenuto  nel  campo  C.  Sarà, 
per  tutti  i  punti  x  comuni  ai  cerchi  p,  pi  (art.  118): 
Ph  (x-c\d~  e)  =  Ph{x  —  c)  (/i  =  1,  2, . . . ,  r), 
e  quindi: 

F{P,  (x-c\  d-c\  Po  {x  -  e  U/  -  e), ... , 
Pr  {x  —  c'd  —  c))  =  0. 

La  stessa  dimostrazione  vale  per  tutti  i  punti 
del  campo  C,  giacche  si  può  giungere  da  e  ad  uno 
qualunque  di  tali  punti  mediante  una  serie  finita 
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di  deduzioni.  E  quindi  può  scriversi,  per  tutti  i 
punti  di  0: 

F(f,(x\Mx\...,frm-=Q. 

130.  Abbiansi  due  funzioni  analitiche  A  Wv 
f^  (^),  i  cui  campi  d' esistenza  abbiano  una  por- 
zione connessa  comune  0,  e  supponiamo,  per  sem- 
plicità di  scrittura,  che  questa  contenga  l'origine/ 
Siano  Pi  (:?;),  P^  (x)  gli  elementi  delle  due  funzioni 
corrispondenti  all'origine;  la  serie: 

l\{x)  +  P,(x)'-P(x) 

genererà  una  funzione  analitica  f{x)^  il  cui  cami)o 
d' esistenza  comprenderà  certamente  il  campo  G 
(art.  92).  L' elemento  di  questa  funzione  corrispon- 
dente ad  un  punto  qualunque  di  C  sarà  (art.  129) 
la  somma  degli  elementi  di  f^  {x),  f.,  (r)  corrispon- 
denti allo  stesso  punto;  si  scriverà: 

AW  \-Mx:)  =  f{x), 

e  la  f{x)  potrà  dirsi  la  somma  de^le  due  funzioni 
analitiche  fi  (.r),  f^  (e). 

Chiamasi  cioè  somma  di  due  (o  più)  funzioni 
analitiche  la  funzione  avente  per  elementi  le  somme 
dei  loro  elementi. 

Una  definizione  del  tutto  analoga  può  stabilirsi 
pel  prodotto  di  due  o  più  funzioni  analitiche. 

131.  Abbiasi  ora  una  funzione  ì^nalitica  /"(.r), 
la  quale  abbia  valore  diverso  da  zero  nell'origine 
(supposta  interna  al  suo  campo  d'esistenza). 

Sia: 

oo 
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l'elemento  corrispondente  all' origine;  dovrà  essere 
fìro-|=0.  Potrà  pertanto  scriversi,  per  tutti  i  punti 
del  cerchio  di  convergenza  p  di  P{x): 


dove: 


h-O  L 


^  =  a^x  +  a.,x-  -^  ...=   ^   ah  .t^ 

h=l 


Ora  si  sa  dall'Algebra  che: 
1 


i-k  \-k'-...=  ^  {-  ir 


per   \  k  \  <\]  sarà  dunque  : 

per  tutti  i  punti  x  per  cui: 

|01  =  |/'(.r)-/'(O)!<Un|. 

Per  un'osservazione  già  fatta  (art.  94),  esiste 
sempre  un  intorno  dell'origine,  che  possiamo  sup- 
porre circolare,  di  raggio  p'<p,  in  cui  è  verificata 
questa  condizione;  entro  il  cerchio  p'  avrà  dunque 
luogo  la  (l).  Presa  ora  una  circonferenza  di  rag- 
gio ?<p',  e  detto  M  il  massimo  del  valore  asso- 
luto di  Ò  su  questa,  si  avrà  per  ogni  punto  della 
circonferenza  e  qualunque  sia  n: 

I   ?  (--TU   "  (— )", 
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.     °°  l   M  V\ 
e  poiché  la  serie    ^      7 :  |   è  conver"fente,  quella 

/i=o\|  ao\ì 

che  figura  nel  2.°  membro  della  (l)  sarà  equicon- 

vergente  sulla  circoaferenza  0.  Si  potrà  pertanto 
applicare  il  lemma  di  ^Yeierstrass  (art.  105),  e 
convertire  questa  serie  in  una  serie  di  potenze  di 
ir,  onde  si  avrà  nel  cerchio  p': 

Le  serie    P{x)^P}^{x)   sono   legate   dalla    rela- 
zione : 

si  avrà  quindi  (art.  129),  designando  con  fi  {x)  la 
funzione  analitica  generata  da  P\{oc)'. 

/•(a;)A(.«)=l; 

ossia: 


f(ocy 

La  Ti(x)  dicesi  la  funzione  recìproca  di  f(pc)\ 
il  suo  campo  d'esistenza  è  generalmente  diverso 
da  quello  di  f(x). 

Dopo  ciò  si  definisce  come  quoziente  di  due 
funzioni  analitiche  il  prodotto  della  prima  per  la 
reciproca  della  seconda. 

132.  Sia  P(x)  una  serie  di  potenze,  la  quale 
generi  la  funzione  analitica /*(^).  La  serie  P' {x) 
ha  lo  stesso  raggio  di  convergenza  della  P{x) 
(art.  107),  e,  se  e  è  un  punto  interno  del  loro  co- 
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mune  cerchio  di  convergenza,  la  serie  dedotta  dalla 
P'  {x)  rispetto  a  questo  punto  è  (art.  121)  la  de- 
rivata della  serie  dedotta  dalla  P{x)  rispetto  al 
punto  stesso.  Continuando  il  ragionamento  allo 
stesso  modo,  si  vede  che  la  P'  {x)  genera  una 
funzione  analitica  ^  {x)  dotata  delle  seguenti  pro- 
prietà : 

a)  Essa  ha  lo  stesso  campo  d'esistenza  della 

h)  Il  suo  elemento  corrispondente  ad  un  punto 
qualunque  di  questo  campo  è  la  derivata  dell'ele- 
mento  di   f  (x)   corrispondente  allo   stesso  punto. 
Noi  chiameremo  9  (r)  la  derivata  della  f  {x)^  e 
la  denoteremo  con  f  {x). 

1 33.  Se  le  serie  P^  {x\  P^  (x),  e  : 

P  P(x)  =  P,{x)  +  P,{x) 

generano    rispettivamente    le    funzioni    analitiche 
fii^l  A(^),  /"W,  ^ove  (art.  130): 
f{x)  =  f,{x)  +  f,{x\ 

si  ha  (art.  109): 

P'(^)  =  p/(a7)  +  P/(^);  (1) 

ma  le  P/ (^),  Po  (x),  P' (x)  generano  (art.  132) 
le  funzioni  analitiche  /"/  (.r),  f./  (^),  f  (x),  quindi 
segue  dalla  (1)  (art.  130): 

r{x)  =  f,'{x)  +  f./{x). 

1 34.  Si   dimostra,    con   un  ragionamento  del 
tntto  analogo,  che,  se: 
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si  ha  (cfr.  art.  1  II): 

f'{X)  =  f,'  (X)  f,  (X)  f,  {X)...  fn  {X)  + 

+  A  (X)  U  W  U  (--K) .../-.(«')  +  ... 

'  ^   ^  ,-=1  /•,.  {X) 

135.  Sia  (art.  131): 

questa  relazione  equivale  all'altra: 

fAx)-=fix)U{x\ 

Segue  di  qui  (art.  134): 

f{{x)  =  f'{x)h{x)^fi,x)f.;{x\ 
da  cui,  con  qualche  riduzione: 

136.  Sieno,  come  nell'art.  113,  P[x),  Q(z) 
due  serie  di  potenze  ris[)ettivamente  di  oc  e  di  2-, 
e  sieno  soddisfatte  le  condizioni  ivi  espresse  per- 
chè Q{P{oo))  possa  trasformarsi  in  una  serio  di 
potenze  di  oo:  - 

Q{P{x))    ,7?(.«). 

Se  c  è  un  punto  interno  al  cerchio  di  raggio  p 
col  centro  nell'origine,  potrà  formarsi  la  serie  de- 
dotta P{x  I  e),   e,  poiché   nella   parte  comune  al 
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cerchio  di  convergenza  di  questa  serie  e  al  cerchio 
p  P{x\  c)  =  P(oc),  si  potrà  asserire  che,  ahiieno 
entro  il  cerchio  di  centro  e  tangente  internamente 
al  cerchio  p  sarà: 

\P{oo\c)\  <ò'. 
Potremo  allora  trasformare  la  serie  : 

oo 

Q(P(x\c^)=    1  b„[Pix\c)]« 

U  =  l 

in  una  serie  di  potenze  di  oc  —  e,  che  indicheremo 
con  S(oc  —  c)^  sicché: 

co 

S(x-e)=   ^   b,[P{cv\  c);«. 

D'altra  parte  si  ha,  in  un  certo  intorno  del 
punto  e: 

oo 

R{x\c)  =  E(a:)  -^    :^   ^n[P(^)]", 

M  =  l 

ossia,  essendo  P{oc  \  e)  =  P  (x)  : 

CX) 

R{00\C)=     ^     bn[P(CC\c)]n, 
n  —  1 

quindi  : 

R{x\  c)=^S{x  -e). 

Questa  relazione  dovendo  sussistere  in  tutti  i 
punti  d'un  certo  intorno  del  punto  e,  deve  aver 
luogo  identicamente  (art.  95).  Si  ha  dunque  iden- 
ticamente : 

R{x\c)=  1    bn[P(oc\c)]^, 
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Dopo  ciò,  se  P(x)^  Q(z)  generano  rispettiva- 
mente le  funzioni  analitiche  f(x)^  cp  (z),  la  cp  (f{x)) 
sarà  una  funzione  analitica  di  X: 

^{f(x))  =  F{x), 

generata  dall'elemento  R  {x)  ;  inoltre  si  avrà  (ar- 
ticolo 113): 

r{x)-.<.'{f\x)),f{x). 
In  particolare,  se: 

F{x):^en^), 

si  ha  (art.  115):  . 

r  {x)  =  eA^)  f  (x). 


Punti  singolari.  Teorema  di  Laurent. 

137.  Una  funzione  analitica  "^  non  può  essere 
regolare  in  tutto  il  piano  (compreso  il  punto  al- 
l'infinito). 

La  funzione  analitica  f(x)  non  abbia  alcun 
punto  singolare  a  distanza  finita,  per  modo  che  il 
suo  elemento  P{x)  corrispondente  all'origine  avrà 
(art.  123)  raggio  di  convergenza  infinito.  Supposto 
inoltre  che  il  punto  all'infinito  non  sia  punto  sin- 
golare per  la  f(x)^  potrà   questa   funzione  essere 


*  Non  si  deve  dimenticare  che  qui  parliamo  soltanto  di 
funzioni  analitiche  uniformi.  È  noto  che  esistono  funzioni 
non  uniformi  non  aventi  alcun  punto  singolare;  tali  sono 
gli  integrali  abeliani  di  1»  specie. 
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rappresentata    da   una  serie    Pi  I  —  j  convergente 

—  per  la  stessa  ragione  di  prima  —  in  tutto  il 
piano.  Descritto  pertanto  un  cerchio  di  raggio  ? 
qualunque  col  centro  nell'origine,  la  f{^)  sarà 
continua  fuori  e  dentro  di  esso  nonché  (per  l'ar- 
bitrarietà di  p)  sulla  circonferenza;  e  peiò  il  suo 
valore  assoluto,  che  (art.  84)  sarà  pure  una  fun- 
zione continua  in  tutto  il  piano,  ammetterà  un 
massimo  finito  M.  Si  avrà  dopo  ciò  (art.  103): 

Ma  M  e  fisso,  e  e  può  prendersi  arbitrariamente 
grande.  Ne  segue: 

I  ah  \-=0        per         h  >  0, 

sicché  la  funzione  si  riduce  alla  costante  a^.  — 
Quindi  una  funzione  che  non  si  riduce  ad  una  co- 
stante ha  di  necessità  dei  punti  singolari. 

138.  Sieno  fix)^  fi  (co)  due  funzioni  analitiche 
reciproche,  sicché: 


Poiché  i  campi  d'esistenza  delle  due  funzioni 
non  sono  necessariamente  identici,  potrà  avvenire 
che  un  punto  p^  singolare  per  la  /'(^),  non  lo  sia 
per  la  fi  (x). 

I  punti  singolari  d'una  funzione  che  non  sono 
tali  per  la  sua  reciproca  diconsi  jyc//  o  punti  d'in- 
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finito  0  punti  singolari  non  essenziali;  ^ìì  altri 
punti  singolari  essenziali. 

Sia  p  un  polo  della  f{oo).  Poiché  in  esso  fi  (oc) 
è  re<^olare,  si  avrà  in  un  certo  intorno  di  /;  : 

fA^)  =  Co  TCiiX-p)  f  ,',(.^-p)2f  ...  =  I\{X-p). 

Se  Co^l^O,  si  potrà  trovare  (art.  131)  una  serie 
di  potenze  P{x  —  p)  convergente  in  un  certo  in- 
torno di  2)  e  tale  che  in  tutto  quest'intorno  sia: 

e  la  funzione  analitica  generata  dalla  serie  : 
Pioo-p) 

non  sarà  altro  che  la  /  (^),  la  quale  perciò,  contro 
l'ipotesi,  sarebbe  regolare  in  p. 

Dev'essere  dunque  Cq  =  0. 

Supponendo  per  generalità: 

avremo  : 

Pi  (X  —p)~{X—  pY'  [Cni  -f  Cm^-\  (^  "  p)  + 

+  c.„4-2  (X  —  pY  -h  ...]=-{x  —  p)»^  Qi  (X  -  pi 

dove  Qiix  —  p)  è  una  serie  di  potenze  di  x  —  p 
il  cui  termine  costante  non  è  nullo.  Quindi,  col 
ragionamento  esposto  poc'  anzi,  potrà  trovarsi  una 
serie  di  potenze  Q  {x  —  p)  tale  che  in  un  certo 
intorno  di  p  sia: 

Q(x  —  2y).Qiix-p)^ì. 
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La  funzione  analitica  9i  {x)  generata  da  Qx  {oc—p) 
sarà: 

•1  ^^  ~  {X  -pY^  ~'{x-  pY^  f{x)  ' 

la  funzione  analitica  '^  (x)  generata  da  Q{x—p) 
sarà: 

<?ix)==^y^  =  {x-p)'>'f{x). 

Si  giunge  pertanto  alla  conclusione  che:  Se  p 
è  un  polo  della  funzione  f{x),  esiste  sempre  un 
numero  intero  e  positivo  m  tale  che  (x  —  pY'  f  {x) 
è  regolare  nel  punto  p. 

È  evidente  che,  se  m'  >  w,  anche  {x  —pY*'f(^) 
è  regolare  nel  punto  /;.  Il  minimo  numero  intero 
positivo  m  per  cui  (x  —  p)"'f{x)  è  regolare  nel 
polo  ;;  dicesi  V  ordine  del  polo. 

Posto: 
Q  i^^  —  p)  =  do  +  dx{x  —  p)  +  do  (x~py  +  ,.., 
si  ha,  in  un  certo  intorno  del  punto  p: 

•f       "'~^    f  dm  +  dm+ì  {X  —]))  +  ... 
X  —  p 

Cioè:  Una  funzione  analitica  è  rappresentabile 
nell'intorno  d'un  suo  polo  mediante  una  serie  di 
potenze  positive  e  negative  di  (x  —  p),  contenente 
soltanto  un  numero  finito  di  potenze  negative. 

VlVANTI.  9 
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La  somma  dei  termini  contenenti  potenze  ne- 
gative dicesi  la  caratteristica  del  polo. 

Sottraendo  dalla  funzione  analitica  la  sua  carat- 
teristica ^  si  ottiene  una  funzione  regolare  nel 
punto  p  e  non  avente  alcuna  nuova  singolarità.  ^^ 
139.  Se  la  funzione  f{oc)  ha  un  polo  d'ordine 
m  nel  punto  jo,  la  sua  reciproca  fi  (x)  ò  regolare 
in  p,  e  la  serie  di  potenze  che  la  rappresenta  nel- 
l'intorno di  p  manca  dei  primi  m  termiiii,  cioè  ò 
il  prodotto  di  {x  —  p)»^  per  una  serie  di  potenze 
di  ^  —  p  avente  il  termine  costante  non  nullo.  Si 
dice  in  questo  caso,  col  linguaggio  usato  nell'Al- 
gebra, che  la  fi  {iV)  ha  una  radice  o  un  posto-zero 
d'ordine  in  nel  punto  p.  —  Reciprocamente,  se 
fi  (oo)  ha  in  un  punto  un  posto-zero  d^  ordine  m, 
f{x)  ha  nel  punto  medesimo  un  polo  dello  stesso 
ordine. 


*  Notiamo  che  la  caratteristica,  essendo  un  polinomio  — 

e  quindi  un  caso  speciale  d'  una  serie  di  potenze  —  in , 

è  una  funzione  analitica  esistente  in  tutto  il  piano  tranne 
il  punto  e,  e  rappresentata  dall'unico  elemento  costituito 
dal  polinomio  stesso. 

**  Pel  punto  all'infinito  le  cose  dette  si  modificano  come 
seg-ue  (cfr.  art.  96): 

Se  la  fix)  ha  un  polo  all'  infinito^  esiste  un  numero  intero 

e  positivo  m  tale  cJie  —  fix)  è  regolare  nel  punto  all'  in- 
finito. 

Neil' intorno  del  iJ unto  all' infinito  ha  luogo  il  sei/uente 
svilupp>o: 

f{x)  =  cIq  a;'"  1-  (?i  x'«-i  +  . . .  +  dm-l  X  +  dm-T 

■    dm-j-l    .    dm  +  2 
X  X^ 
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140.  Se  p  è  un  polo  d'tma  funzione  anali- 
tica f(cc)^  può  determinarsi  un  intorno  del  j^ unto 
p^  in  tutti  i  punti  del  quale.,  eccettuato  p  stesso^ 
f(x)  è  regolare. 

La  funzione  reciproca  fi  {x)  è  regolare  e  si 
annulla  nel  punto  /?,  e  però  si  può  determinare 
(art.  127)  un  intorno  di  p  in  cui  essa  è  regolare 
e  non  s'annulla  mai  (tranne  in  p  stesso).  In  tutti 
i  punti  di  quest'intorno,  eccetto  p,  f{x)  sarà  re- 
golare. 

Il  teorema  può  anche  enunciarsi  così:  Un  polo 
d'una  funzione  non  può  essere  punto  limite  del- 
l'insieme dei  suoi  punti  singolari.  —  E  quindi, 
ricordando  che  questo  insieme  è  chiuso  (art.  126), 
può  concludersi  che:  Ogni  punto  limite  d' un  in- 
sieme di  punti  singolari  è  un  punto  singolare  es- 
senziale. 

141.  Se  p  è  un  polo  d'una  funzione  analitica 
/■(a?),  presa  una  quantità  positiva  arbitrariamente 
grande  ^,  può  trovarsi  un  intorno  di  p  in  tutti 
i  punti  del  quale  \  f{x)  \>A.  —  E  per  questa 
ragione  che  i  poli  vengono  detti  anche  infiniti  o 
punti  d'infinito  della  funzione  analitica. 

Si  ò  trovato  (art.  138),  per  un  certo  intorno  del 
punto  p: 

^{x)  =  (x-p)»^f{x)  = 
=  do  +  d^  (^  —  p)  -f  (^2  (^  —  VY  +  . . . 
Poiché  CD  {x)  è  funzione  continua,  può  determi- 
narsi un  intorno  del  punto  jo,   che   possiamo  sup- 
porre circolare,  di  raggio  p',  in  tutti  i  punti  del 
quale  sia: 

U(«)-?(p)i  =  lf(^)-rfo!<|, 
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ossia: 

D'altra  parte  può  scegliersi  una  quantità  posi- 
tiva p''  tale  che  sia: 

fr  I  <^0  I 

2  A  ' 

Indicando  pertanto  con  p  una  quantità  positiva 
minore  di  p'  e  di  p",  entro  il  cerchio  di  raggio  p 
col  centro  in  p  si  avrà: 

'  '  ^^  '  ~   r^"  -  p\^n^  2}m   >  2  p""^  ^      ' 

come  si  voleva  dimostrare. 

1 42.  Dobbiamo  ora  stabilire  un  lemma  %  che 
ci  servirà  di  base  per  la  dimostrazione  degli  im- 
portanti teoremi  che  seguono. 

Se  f{pò)  è  una  funzione  analitica  regolare  in 
un  campo  0,  jwesa  ^  ad  arbitrio^  si  può  trovare 
una  quantità  k  tale  che,  essendo  w,  è,  e  tre  punti 
qualunque  d'un  campo  D  interno  a  0  che  soddi- 
sfanno alle  condizioni: 

\  b  —  a  \  <h,      \  c  —  a  \  <h, 
sia  : 

fib)-f{a)        f{c)-f{a)    _ 
b  ~  a  e  —  a 


*  V.  Pbingsheim  167,  172. 
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I  raggi  di  convergenza  degli  elementi  della  fun- 
zione corrispondenti  ai  punti  del  campo  D  am- 
mettono un  limite  inferiore  diverso  da  zero,  che 
indicheremo  con  k.  Presa  quindi  una  quantità 
k'  <  /j,  qualunque  sia  il  punto  X  del  campo  Z), 
la  funzione  f{oo-\-  k'),  e  quindi  anche  la  funzione 
f"{x-i'k'),  sarà  regolare;  il  valore  assoluto  di 
f"{x-{~  h')  ammetterà  dunque  nel  campo  7)  un 
massimo  finito,  che  designeremo  con  M.  Scegliamo 

ora  una  quantità  h  minore  di  h'  e  minore  di  7——  : 

zM 

h<y<h,     ^*<2if- 

Se  a  ò  un  punto  del  campo  D,  e  se  ^  è  un  al- 
tro punto  del  campo  stesso  che  disti  da  a  meno 
di  //,  si  avrà  lo  sviluppo  convergente: 

f  (h)  =  f{a)  +  ^  r  («)  +  ^^'  f"  («)  + ...  = 

00 

=  do  +  (il  (b  -  a)  i  d.^h  -  af  + ...  =  :^  d,-  [h-ay  . 

da  cui: 

00 
f"{b)=    ^    r(r-  \)dr{h-ay-'^  = 

=  ^    (r  +  2)(r+l)fZ.+2(è-ay. 

Segue  di  qui  (art.  103)  : 

(r  +  2)0-+l)|r/,.+2|^^, 
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e  quindi: 

\drn[b~ay+^ 


(ri   2)(r+l)/^ 


^^U;-«|'-+2< 


< 

< 


1 


(r  +  2)(r+l) 

1 
(r  +  2)'(r  +  Ì) 

donde,  sommando  da  r  =  0  a  r  ~  oo 


M.\h-a\^'< 
Mli\h-a\, 


r—Q 


<Mh\h-a\    ^ 


=0  (r  +  2)  (r  +  1)  ' 

ossia,  ricordando  che  la   serie   del  secondo  mem- 
bro ha  il  valore  1  :  * 


:^    \dr-\-2{h-aY+'^\<Mh\h-a\, 

r=0 


ed  a  macrgior  ragione: 


r=:0 


<Mh\h-a\ 


Ora: 


r=0 


=   i   rf,.(j_^„),=/-(j)  _/■(<,)_(;,  _,,)/■'(«), 


*  V.  p.  es.  Cesàro,  Corso  di  anaìisi  algebrica^  1^.  149-150. 
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quindi  dalla  relazione  precedente  si  ha: 
f(h)-f(c>) 


f'{(') 


<Mh<  — 


Nello  stesso  modo  si  ottiene,  per 
ficì-fia) 


e  —  a  I  <h: 


e  —  a 


f'ia) 


< 


quindi: 


fib)-fia)        f{c)-f{a) 


<^. 


143.  Se  lina  funzione  analitica  f(oo)  è  rego- 
lare in  una  corona  circolare^  il  suo  valor  medio 
su  qualunque  circonferenza  concentrica  alla  co- 
rona e  in  essa  contenuta  è  indipendente  dalla  scelta 
di  questa  circonferenza. 

Siene  Pi  e  p2  <  pi  i  raggi  dei  due  cerchi  che  li- 
mitano la  corona,  il  cui  centro  supporremo  per 
semplicità  nell'origine,  e  scegliamo  due  raggi  qua- 
lunque p,  p  >  p  compresi  fra  pi  e  pò.  Presa  poi 
una  quantità  ^  ad  arbitrio,  e  determinata  h  in 
modo  che  sia  soddisfatto  il  lemma  precedente  per 

la  corona  compresa  tra  le  circonferenze  p,  p,  sce- 
gliamo un  numero  intero  positivo  ni  tale  che  sia: 


m 


=  5  <  h, 


ed  un  altro  n  tale  che,  posto: 
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sia: 


Pi  I  1  —  'J-n  I  <  h. 

Se  poniamo  p  4-  o  =  p',  e  inoltre  : 

sarà,  qualunque  sia  il  numero  r: 

i  ^  ~  ^  I  =|\P'-^ÌP  |=p'  — P=-5</', 

=  P  I  1  —  ^-w  I  <  Pi  I  1  -  a„  |<  A, 
e  quindi  (art.  142): 

k«;e')-/«;p)    /«;%)-^«p)i 

I        <  (p'  -  p) 


,._i_i        ,. 

a         p  —  a    p 


<s 


ossia,  moltiplicando  per  \«-  (p'  —  p)    =  5  : 


<" 


~K^-.y[(^«"')-'«'ll 


Sommiamo  da  r  =  0  ad  r  =  2"  ~  1,  sostituiamo 
alla  somma  dei  moduli  il  modulo  della  somma,  ed 
osserviamo  che: 

l;(^(C^)-^(^:0)-o^ 
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avremo  : 

2"— 1                   \           2" — 1                        1 

e  quindi  (art.  97): 

IWnfCpO-M^fCrtK^o, 

{loiitle,  passando  al  limite: 

|M/'(p')-M^(p)|-.5. 

Analogamente,  se  si  pone: 

f'  +  5  =  p",     p"  +  3  =  p"',...,f<"'    ='  +  3  =  f""    », 
da  cui: 

p{m-i)  _|_  5  ==  p^ 

si  avrà: 

|W /■(?")  -ivif(p')       1^-^ 
|M/-(r)-ivif(p")      i-.a, 


IM/'Cp    )_M/'(p(— l^)!-ao, 

e  di  qui,  sommando  e  sostituendo  il  modulo  della 
somma  alla  somma  dei  moduli: 

Ma  <7   è    una  quantità  arbitrariamente  piccola, 
quindi: 

M/-(^)  =  M/-(f). 
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144.  Una  funzione  analitica  regolare  in  tutta 
una  corona  circolare  di  centro  p  è  rappresentabile 
in  tutti  i  punti  di  essa  mediante  una  serie  di  po- 
tenze intere  positive  e  negative  di  x  --  p  (teorema 
di  Laurent). 

Sia  f{oo)  la  funzione  data,  e  sieno  Pi,  F.2<Pi  i 
ra<,^gi  dei  cerchi  che  limitano  la  corona  circolare 
considerata  C,  il  cui  centro  supporremo  per  ora 
essere  l'origine.  Indicando  con  Wq  un  punto  interno 
della  corona,  la  funzione: 

è  regolare  in  tutta  la  corona.  Infatti: 

0^,  [noo)-nx,)],      ^ 


oc  ~      OCo 


sono  funzioni  analitiche  aventi  per  campo  d^  esi- 
stenza rispettivamente  l'intero  piano  escluso  il 
punto  all'  infinito,  il  campo  C  (o  un  campo  che  lo 
comprende),  e  l' intero  piano  escluso  il  punto  oCq, 
quindi  (art.  130)  cp  {oc)  sarà  nna  funzione  analitica 
regolare  in  tutto  il  campo  G  escluso  al  più  il  punto 
oc^y.  Si  può  però  dimostrare  che  essa  è  regolare  an- 
che in  Xq.  Per  x  abbastanza  vicino  ad  Xq  si  ha: 


da  cui 


f{x)  —f{X,)  =:[X^  X^)  Q{X-  X^) 
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(dove  Q{x  —  x^^  indica  iiua  serie   di  potenze  in- 
tere e  positive  di  x  —  x^),  inoltre: 

xr=^XQ  ¥  (X  —  ^o)  ; 
ne  segue: 

a>  {X)  =  [X^  +  {X       ^o)l  Q{^-  ^o), 

che  dimostra  l'asserto. 

Ciò  premesso,  si  ha,  per  f.>  <  o.^  <C\Xq\  <(:/  <  pi 
(art.  143): 

Mcp(?/)-IVIcp(pA 
ossia: 

„  f/[/^(Pi')-fK)l^m  F2'[/'(p-/)-fK)]  _ 

Pi  ^0  ?t    ~   ^0 

0  ancora  (art.  99): 

.,^F/_npi'i_^(  )^_  pil__ 

p/  -  ^0  Pi    -  ^0 

MP2'  /"  (P2')  /•/'^  \  M  P2' 

F2    —  '^^0  P2  "^0 

Applicando  le  (l),  (2),  (3)  dell'art.  104,  si  ha  di 
qui: 
e»  fi^  '\  00 

^   x,J>Ni'-^^-f{x,)  =  -  ^^o-''M[p./V(p.3')]. 

Ora  la  funzione  x^'f{x)  per  ogni  valore  intero 
positivo,  nullo  0  negativo  di  h  è  regolare  nella 
corona  C,  quindi,  indicando  con  p  una  quantità 
qualunque  compresa  fra  pi  e  P2i  si  ha  (art.  143): 

M  [fi'*  f(h')]  =  M  [h'"f{r2)]  =  M  b"  fifìl 
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sicché  dalla  relazione  precedente  risulta,  scrivendo 
X  invece  di  x^): 

oo 
hz=    oo 

0  ancora,    indicando  con  an    la  quantità   costante 
ML(P-" /■(?)]: 

OO 

f(x)==     ^     ahX^. 

hz=—oo 

Se  la  corona  circolare,  invece  che  l'origine;  ha 
per  centro  un  punto /:>,  lo  sviluppo  assume  la  forma: 

oo 

f{x)=     ^     an(x-pf,  (1) 

7trr-oo 


La  formola  può  anche  scriversi  così: 


(2) 


dove  le  P^,  P^  sono    serie   di   potenze  rispettiva- 
mente di  ^  —  p  e  di  ,  e  la   Po  manca  del 

^  x—p' 

termine  costante. 

145.  Supponiamo  che  una  funzione  analitica 
f{x)  ammetta  un  punto  sin<^olare  p  isolato,  cioè 
tale  che  si  possa  descrivere  un  cerchio  col  centro 
in  p,  in  tutti  i  punti  del  quale,  tranne  p  stesso, 
la  f{x)  sia  re<>'olare.  Tali  sono,  p.  es.,  i  poli  (arti- 
colo 140).  —  Detto  Px  il  raggio  di  quel  cerchio, 
e  descritto,  col  centro  in  p,  un  altro  cerchio  di 
raggio  P2  arbitrario,  purché  minore  di  p^,  nella  co- 
rona circolare  così  determinata  la  f  {x)  si  com- 
porta regolarmente,    e   quindi   in   tutti   i  punti  di 
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essa  può  rappresentarsi  mediante  l'espressione  (2) 
del  precedente  articolo.  Secondochè  p  è  un  polo 
0  un  punto  singolare  essenziale,  Po  è  un  polinomio 

in    od  una  serie  infinita.  In   ogni   caso   la 

X  —p 

Poi 1  prende   il    nome    di  caratteristica  del 

punto  singolare  p^  ed  ha  la  proprietà  che  la  dif- 
ferenza tra  essa  e  la  funzione  considerata  non  ha 
più  alcuna  singolarità  nel  punto  p.  * 

146.  Sia  in  particolare  p  un  punto  singolare 
essenziale,  il  quale  non  sia  punto  limite  dell'in- 
sieme dei  punti  singolari  essenziali  della  funzione. 
Esso  potrà  essere,  o  no,  punto  limite  dell'insieme 
dei  poli. 

Se  lo  è,  in  ogni  suo  intorno  esistono  poli,  e 
quindi  (art.  141)  punti  in  cui  la  funzione  è,  in  va- 
lore assoluto,  maggiore  d' una  quantità  arbitraria- 
mente grande  A. 

Nel  caso  contrario  la  f{oo)  può  rappresentarsi 
(art.  145)  mediante  le  formole  (1),  (2)  dell'art.  144. 
Ora,  se  entro  il  cerchio  pi  (escluso  il  punto  p)  la 
f{x)  fosse  sempre  in  valore  assolato  inferiore  ad 
una  quantità  finita  J/,  applicando  il  teorema  del- 


*  Se,  indicando  con  /  T  insieme  dei  punti  singolari  di 
f{x),  insieme  il  qnale  (art.  126)  è  chiuso,  p  e  un  punto  dì 
/appartenente  ad  I'  ma  non  ad  i",  la  funzione  può  rap- 
presentarsi in  un  certo  intorno  circolare  ì  di  7^  (il  punto  stesso 
escluso)  mediante  una  serie  di  potenze  positive  e  negative 
di  X  —p,  ì  cui  coetìficieuti  però  variano  oj^niqualvolta  il  con- 
torno di  £,  supposto  di  raggio  variabile,  oltrepassa  un  punto 
di  /  (D'Akcais  4). 
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Tart.  103  alle  serie  Pi,  P^  si  avrebbe  per  ogni 
valore  di  r  : 

\ar\^—r. 

Ne  segue  —  tenuto  conto  che  pg  è  arbitrariamente 
piccola  —  che  a,- ,  per  ogni  r  negativa,  dovrebbe 
essere  nulla;  la  f{x)  si  ridurrebbe  allora  ad  una  se- 
rie di  potenze  positive  dì  x  —  p,  e  però  sarebbe  re- 
golare in  p.  Dunque,  qualunque  quantità  finita  A  si 
prenda,  devono  esistere,  anche  in  questo  caso,  in 
ogni  intorno  di  p  punti  in  cui  |  f{oc)  \  >  A. 

Dopo  ciò,  siccome  in  p  anche  la  funzione  f{x)—l^ 
dove  /  ò  una  costante  qualunque,  ha  una  singola- 
rità della  stessa  natura  di  quella  della  f  (x)^  po- 
trà dirsi  lo  stesso  (art.  138)  della   .tt-t \  e  però 

f  \x)      l  ^ 

in  ogni  intorno  di  p  vi  saranno  punti  in  cui  questa 
ultima  funzione  ò  arbitrariamente  grande  in  valore 
assoluto,  ossia  in  cui  f{x)  s'avvicina  quanto  si 
vuole  ad  l. 

Concludendo  : 

In  ogni  intorno  (V un  punto  singolare  essenziale^ 
che  non  sia  punto  limite  di  punti  singolari  essen- 
ziali^ la  funzione  si  avvicina  quanto  si  vuole  a 
qualunque  valore  prefisso  (teorema  di  Casorati).  * 


*  Non  è  giusto  chiamare  questo  teoroma,  come  fanno 
alcuni  autori,  teorema  di  Weiekstrass,  avendolo  Casorati 
dimostrato  per  i>rimo.  {Teorica  delle  funzioni  di  variabili 
complesse,  Pavia,  18C8,  §  88;  Un  teorema  fond(wientale  nella 
teoria  delle  discontinuità  delle  funzioni,  Rend.  dell'Ist.  Lomb., 
Serie  II,  Tomo  1,  1868,  pa^.  123-125.)  V.  Bertini,  Comme- 
morazione del  Comm.  Prof.  Felice  Casorati,  Rend.  dell'Ist. 
Lomb.,  Serie  II,  Tomo  25,  1892,  pag.  1206-1286. 
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Più  chiaramente:  Se  p  è  il  punto  singolare, 
prese  ad  arbitrio  tre  quantità  p,  <?,  A,  di  cui  le 
due  prime  reali  e  positive  e  la  terza  affatto  qua- 
lunque, entro  il  cerchio  di  rag<^io  p  col  centro  in 
/;  esistono  certamente  punti  x  pei  quali  sussiste 
la  relazione: 

\nx)-A\<^ 

e  punti  ce  pei  quali  sussiste  la  relazione: 
1 


fix) 


<<^. 


È  importante  notare  la  differenza  che  passa  tra 
il  modo  di  comportarsi  d'una  funzione  nell'intorno 
d'un  polo  e  nell'intorno  d'un  puuto  singolare  es- 
senziale. Avvicinandosi  ad  un  polo,  la  funzione  ha 
per  unico  limite  e»;  avvicinandosi  ad  un  punto 
singolare  essenziale,  essa  ha  per  limiti  tutti  i  va- 
lori reali  e  complessi,  ossia  è  completamente  in- 
determinata. 

147.  Il  teorema  dell'art,  prec.  presuppone  due 
condizioni:  l'una  espressa,  che  il  punto  coiìsiderato 
non  sia  punto  limite  di  punti  singolari  essenziali; 
l'altra  tacita,  che  la  funzione  sia  uniforme. 

Che  la  mancanza  della  prima  condizione  infirmi 
la  validità  del  teorema,  lo  ha  dimostrato  Pring- 
sheim  con  esempi  che  vedremo  più  innanzi;  che 
anche  la  seconda  sia  essenziale,  risulta  dall'esem- 
pio seguente  dovuto  a  Holder.  * 

La  funzione  polidroma  f{x)  =  Ig  x  ha  nel  punto 


*  Holder  79,  dove  egli  dà  una  nuova  dimostrazione  del 
teorema  dell'art.  146.  —  Y.  anche  Painlevé  136. 
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,c<?  =  0  una  singolarità  essenziale.  Posto  x  =  r  e^>, 
si  ha: 

/'(^)-=Ig^  =  lgr  +  icp. 

Prese  quindi  ad  arbitrio,  come  nell'art,  prec.,  p 
e  C7,  A  non  potrà  scegliersi  in  modo  dei  tutto  ar- 
bitrario, ma  sarà  soggetto  alla  condizione  che  la 
sua  parte  reale  sia  algebricamente  minore  di  \^  p. 
148.  Un'altra  forma  che  si  suol  dare  al  teo- 
rema dell'art.  146  è  la  seguente:  Il  limite  a  cui 
tende  la  funzione  quando  la  variabile  si  avvicina 
ad  un  punto  singolare  essenziale  dipende  dalla  di- 
rezione  secondo  cui  essa  va  verso  questo  punto. 

Tale  enunciato  però  non  è  esatto,  giacche  può 
avvenire  che,  andando  ad  un  punto  singolare  in 
una  medesima  direzione,  cioè  secondo  linee  aventi 
in  quel  punto  la  tangente  comune,  il  limite  a  cui 
tende  la  funzione  sia  diverso  a  seconda  della  di- 
versa curvatura  delle  linee  nel  punto  stesso.  * 

Consideriamo  p.  es.  la  funzione  f(x):=-e^^  che 
ha  un  punto  singolare  essenziale  nell'origine.  Po- 
sto x=tc  +  ÌD^   dove  u  e  v  sono  reali,  si  trova: 


f(w) 


Se  si  va  all'origine  lungo  l'asse  reale  positivo 
(?^>0,  v  =  0),  la  funzione  tende  ad  oo;  se  invece 
si  segue  r  asse  reale  negativo  {ti  <  0,  ^  =  0),  la 
funzione  ha  per  limite  0. 


1 

= 

e" 

u 

cos 

V 

i  sen 

V 

•'+v^ 

e-" 

II' 

+ 

v' 

II' 

+ 

v\ 

*  YlVANTl  206. 


J 
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Si  vada  ora  all'orit^ine  luntjo  una  retta  la  cui 
equazione  sia  v:=h  u.  Per  un  punto  di  questa 
retta  si  avrà: 

/•(a-)  =/-(h(H- //,))  = 

1     r  h  .  h      ] 

=  «""+"•'  l  '"'  HI  Vi?)  ~  '  ''"  ^ +1?)J  • 

Al  tendere  di  ii  a  zero,  il  modulo  della  funzione 
tende  ad  <x>  se  la  retta  sta  nel  Po  nel  4''  qua- 
drante {u  >  0),  a  0  se  sta  nel  2°  o  nel  3«  (it  <  0)  ; 
il  suo  argomento  cresce  indefinitamente  in  senso 
positivo  0  in  senso  negativo  secondochè  la  retta 
sta  nel  3"  o  nel  4**  quadrante  (y<0),  oppure  nel 
r  0  nel  2«  (y>0). 

Infine,  se  si  segue  l'asse  imaginario  positivo  o 
negativo,  l'argomento  cresce  indefinitamente  in 
senso  negativo  o  positivo,  mentre  il  modulo  si 
mantiene  costantemente  eguale  ad  1. 

Supponiamo  ora  di  andare  all'  origine  lungo  una 
circonferenza  avente  il  centro  sull'  asse  reale,  ad 
una  distanza  a  dall'origine,  e  quindi  tangente  al- 
l'asse imaginario.  L'equazione  di  questa  circonfe- 
renza è: 

?(2  4  ^•2  _  2  a  u  —  0, 

e  si  ha  per  un  punto  qualunque  di  essa: 

donde  si  vede  che  su  quella  circonferenza  il  mo- 
dulo della  funzione  si  mantiene  costante  ed  eguale 

ad  e-^. 

VlVANTI.  10 
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Il  valor  costante  del  modulo  della  funzione  è 
diverso  sulle  diverse  circonferenze  tangenti  nel- 
l'origine all'asse  imaginario,  e  prende  tutti  i  va- 
lori possibili  da  0  ad  oo  quando  si  considerino 
tutte  le  circonferenze  di  tal  natura  poste  sì  a  de- 
stra che  a  sinistra  di  quell'asse. 


Le  funzioni  razionali 

considerate  come  funzioni  analitiche. 

Le  espressioni  aritmetiche. 

1 49.  La  definizione,  apparentemente  piuttosto 
artificiosa,  di  funzione  analitica  fa  nascere  il  de- 
siderio di  vedere  se,  e  fino  a  qual  punto,  il  nuovo 
concetto  di  funzione  si  accordi  con  quello  che  è 
usuale  nell'Analisi  algebrica. 

Le  funzioni  uniformi  che  si  presentano  nell'Al- 
gebra sono  essenzialmente  le  funzioni  razionali  e 
le  somme  di  infinite  funzioni  razionali.  ^  A  queste 
adunque  noi  dovremo  ora  rivolgere  la  nostra  at- 
tenzione, per  vedere  se,  e  sotto  quali  condizioni, 
esse  possano  considerarsi  come  funzioni  analitiche. 

150.  Una  funzione  razionale  intera: 

f  (^)  '-=  «0  '^-  ai  00  -{-  0.2  00^  +  . . .  -\-  am  cc''^ 

è  un  caso  particolare  d'una  serie   di  potenze  con 
raggio  di  convergenza  infinito,  e  però  genera  una 


*  Meno  comuni  8ono  i  prodotti  di  infinite  funzioni  razio- 
nali, e  le  frazioni  continue  infinite  i  cui  elementi  sono  fun- 
zioni razionali. 
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funzione  analitica  rappresentata  completamente 
(lair  elemento  generatore.  Tale  fmizione  non  ha  al- 
cuna singolarità  a  distanza  finita,  quindi  (art.  137) 
—  se  uon  si  riduce  ad  una  costante  —  il  punto 
all'infinito  sarà  per  essa  un  punto  singolare.  Sic- 
come poi: 

non  contiene  potenze  positive  di  a?  e  quindi  è  re- 
golare nel  punto  all'infinito,  così  (art.  138)  questo 
punto  è  un  polo  d'ordine  m  per  la  f{pc). 

Dunque:  Un  polinomio  di  grado  m  è  una  fun- 
zione analitica  regolare  in  tutto  il  pianOj  fatta 
eccezione  pel  punto  all'infinito  che  è  per  essa  un 
polo  d'ordine  m. 

151.  Dalle  cose  dette   risulta  una  dimostra- 
zione semplicissima  del  teorema  di  Gauss. 

Abbiasi  l'equazione  algebrica: 

f{x)  =  oro  +  «1  ^  -f  cto  x^  +  ...  -Y  Om  ce'"  —  0. 

Poiché  la  funzione  analitica   f{x)  ha  un   polo 

nel  punto  all'infinito,  la  sua  reciproca  ttt— :    sarà 

regolare  in  questo  punto.  Essa  quindi  (art.  137) 
deve  avere  almeno  un  punto  singolare  e  a  distanza 
finita,  ma  questo  non  può  essere  se  non  un  polo, 
perchè  in  esso  la  f[x)  è  regolare.  Ne  segue  (ar- 
ticolo 139)  che  /  [x]  si  annulla  in  e. 

Dunque  la  f  {x)  ha  certamente  una  radice. 

Di  qui  si  deduce  in  modo  noto  che  f{pc)  si  scom- 
pone in  m  fattori  lineari. 
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152.  Una  funzione  razionale  fratta  è  un  quo- 
ziente di  due  polinomi  : 

^  "  '}  {X)  ~~  èo  +  &i  ^  +  h^X^  +  .  .  .  +  hn   Xn  ' 

che  possiamo  sempre  supporre  ridotto  ai  minimi 
termini^  e  dove  am  =|=  0,  hn  =[=  0. 
Poniamo  (art.  151): 

'\  {X)  =  hn  {X  -  Ci)^H  (X  -  C^f-^  ,_{x  —  Cr  )^", 

dove  : 

Z^i  +  7^2  +  . . .  +  kr  =  n  ; 

poiché  la  funzione  analitica  '\  (x)  è  regolare  in 
tutto  il  piano,  tranne  il  punto  all'infinito,  in  cui 
ha  un  polo  di  ordine  w,  e  i  punti  Ci,  C2,  . . . ,  Cr  sono 
tutti  e  soli  i  suoi  posti-zero,  degli  ordini  rispettivi 

ki-,  /^27  •  •  • ,  /^r  ,    la  sua  reciproca  ~rj^  sarà  rego- 
lare dappertutto  eccettochò  nei  punti  Ci,  c^, ... ,  e- 
che  saranno  per  essa  dei  poli  degli  ordini  rispet- 
tivi Ici^  k^^ . . . ,  /^r  (art.  139).  In  altre  parole,    la 

y  ,"T  è  regolare  dappertutto  fuorché  nei  punti  ch, 

e  — YT~\ —  ^   regolare   anche    in  ch    (art.    138) 

e  non  si  annulla  in  questo  punto.  Poiché  inoltre 
^  {x)  è  regolare  in  ogni  punto  posto  a  distanza 
finita,    e    non   s' annulla   in  alcuno  dei   punti   ch , 

il  prodotto  cp  (x)  — -^  sarà  regolare  in  ogni  punto 

a  distanza  finita,  tranne  ì  punti  Ch ,  e  il  prodotto 
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,    .{X  -  ChY'*  ,  ,  •  11      > 

^  {X) — — — —   sarà  regolare  e  non  si  annullerà 

in  Ch;  ossia  f  (x)  sarà  una  funzione  analitica  rego- 
lare in  ogni  punto  a  distanza  finita,  tranne  i  punti 
(^i,  Ci, . . . ,  Cy  ,  che  saranno  per  essa  dei  poli  de- 
gli ordini  rispettivi  k\,  Z»'.?,  •  •  • ,  /w-  • 

Per  istudiare  il  modo  di  comportarsi  della  fun- 
zione nel  punto  all'infinito,  facciamo  la  trasforma- 

1 

zione    ^;  =  — :;  avremo  : 

x' 


f^-^-f[i^] 


"      x'      x'^  x'"'  _ 

^'  "^  X'  '^  x'-^'^"-'^'^ 
am  +  flm-1  x'  -^  .  ..-\-  a^  ^''"-1  +  «0  ^'"' 

hn  -r  hn-\  57'  +  .  .  .  +  ^/i  X'>'-^  +  6o  X'»^ 

Osservando  che  nessuno  dei  due  termini  di  questa 
ultima  frazione  si  annulla  per  ^'  =  0,  si  conclude, 
come  prima,  che  il  quoziente  è  regolare  e  diverso 
da  zero  per  x'  —  0.  Ne  segue  che  per  n  —  w  ^  0 

M— ;:]  ò  regolare  nel  punto  ^'—0,  ed  ha  ivi,  se 

n  >  ?w,  uno  zero  d'ordine  n  —  m^  per  n  —  m  <  0 
ha  in  questo  punto  un  polo  d'ordine  ///  —  n.  Quindi 
la  f(x)  è  regolare  nel  punto  all'infinito  se  m^^n, 
ed  ha  in  esso,  quando  ?«<;?,  uno  zero  d'ordine 
n  —  m;  invece  ha  un  polo  di  ordine  m  —  ii  in 
quel  punto  se  m  >  n. 

E  da  notarsi  che,  quando  uno  zero  od  un  polo 
s-uplo  si  contino  per  s  zeri  o  per  s  poli,  nel  caso 
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di  m^n  il  Dumero  totale  degli  zeri  della  f(oo)  è 
n,  cioè  gli  ni  zeri  di  cp  (oo)^  ed  uno  zero  d'  ordine 
n  —  in  nel  punto  all'infinito,  —  ed  il  numero  to- 
Ule  dei  suoi  poli  è  ki  -\-  k2  -\-  . . .  f  kr  ,  ossia  n  ; 
nel  caso  di  m>  n  il  numero  totale  degli  zeri  è  ?«, 
cioè  gli  zeri  di  cp  (x)^  e  quello  dei  poli  ò  pure  m, 
cioè  kx -\- k2 -\-  . . .  4-  h'  +  (m  —  n). 

Anche  nel  caso  più  semplice  d' un  polinomio 
di  grado  m  (art.  150)  si  ha  un  polo  m-uplo  ed  m 
radici. 

liiassumendo  dunque,  può  dirsi  che: 

Le  funzioni  razionali  (intere  o  fratte)  non  hanno 
altre  singolarità  che  dei  poli;  e  il  numero  dei  loro 
poli,  compreso  evefitualmente  il  punto  all' Ì7i  fin  ito, 
è  eguale  a  quello  dei  loro  zeri  (tenuto  conto  del- 
l'ordine di  moltiplicità  degli  uni  e  degli  altri). 

153.  lleciprocamente,  una  funzione  analitica 
non  avente  altre  singolarità  che  dei  poli  è  una 
funzione  razionale  ;  e,  in  particolare,  una  funzione 
analitica  avente  un  polo  aW  infinito  e  regolare  del 
resto  dappertutto  è  un  polinomio. 

Dimostriamo  dapprima  la  seconda  parte.  Se  m 
è  l'ordine  del  polo  all'infinito  della  funzione /(^) 
regolare  in  ogni  altro  punto,  si  avrà  (art.  138) 
neirintorno  del  punto  all'infinito: 

f{x)  ^  (/o  ^'»  f  ^^1  ^'»-i  4-  . .  .  +  dm-\  ce  \  dm  + 


dm-\-l      .     dmj-2 


La  differenza: 

f{x)  —  {do  Xnv  +  d^  X"'-^  +  ...    I    dni-l  OO) 

è  regolare  nel  punto    all'infinito  e  non   ha  altre 
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singolarità,  quindi  (art.  137)  si  riduce  ad  una  co- 
stante, la  quale  non  è  altro  ch,e  dm.  Si  ha  dunque: 

f(x)  =  d,  X^''   4-  di  (2?'"-!  +  .  .  .  4-  d,n-\  X  4-  dm. 

Abbia  ora  la  funzione  dei  poli  qualunque.  Essi 
saranno  in  numero  finito^  giacche  altrimenti  (ar- 
ticolo 5)  ammetterebbero  almeno  un  punto  limite, 
il  quale  (art.  140)  sarebbe  un  punto  singolare  es- 
senziale. Sieno  dunque  i  poli  Cj,  e.,, . . . ,  C/- ,  e  i 
loro  ordini  rispettivi  k^^  k.2ì  •  •  •  i  ^*^r  ;  inoltre,  per 
supporre  il  caso  più  generale,  abbiasi  un  polo  di 
ordine  s  all'infinito,  essendo  s  =  0  se  la  funzione 
all'infinito  ò  regolare. 

La  funzione  f  (x)  (x  —  c)^'>  sarà  (art.  138)  rego- 
lare nel  punto  Cf,  inoltre,  siccome  (art.  150)  (x  -  c^^'y 
non  ha  altre  singolarità  che  un  polo  di  ordine  k^ 
all'infinito,  e  non  s'annulla  in  altri  punti  oltre  Ci, 
la  f(x){x  —  Ci)^i  non  avrà  altre  singolarità  che 
un    polo    d'ordine    s  +  k^   all'infinito    e    dei    poli 

degli  ordini  k^^  ^^3, . . . ,  k,-  nei  punti  ^21^3, i^r  . 

Ripetendo  lo  stesso  ragionamento,  si  conclude  che 
la  funzione: 

f(x)  {X  —  Ci)^'  {X  —  C2Y'2  ...{X  —  Cr  )^''- 

non  ha  altre  singolarità  che  un  polo  d'ordine: 

s  +  ki  -r  A'2  f  . . .  +  kr 

all'infinito.  Essa  quindi,  per  ciò  che  si  disse  poco 
anzi,  sarà  un  polinomio  9  (^),  e  si  avrà: 


{X  —  Ci)^'  (X  —  C-iV'^  .  ..(X  —  Cr  y*- 
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1 54.  Diremo  espressione  aritmetica  una  somma 
di  infinite  funzioni  razionali,  e  campo  di  conver- 
genza di  essa  la  parte  del  piano  in  cui  essa  è 
convergente. 

E  importante  osservare  che  il  campo  di  conver- 
genza d'un' espressione  aritmetica  può  non  essere 
connesso.,  cioè  constare  di  più  pezzi  separati;  tale 
è  quello  dell'  espressione  aritmetica  : 

che  consta  della  parte  del  piano  interna  al  cerchio 
di  raggio  1  col  centro  nell'origine,  e  di  quella 
esterna  al  cerchio  stesso. 

155.  Abbiasi  un'espressione  aritmetica: 

oo 
F{X)=^     -     cp;,(^),  (1) 

la  quale  sia  equiconvergente  in  un  intorno  circo- 
lare, di  raggio  p,  d'un  punto  e.  Entro  questo  in- 
torno nessuna  delle  funzioni  razionali  'f;^  (x)  potrà 
avere  poli,  e  però  ciascuna  di  esse  potrà  svilup- 
parsi in  una  serie  di  potenze  di  a;  —  e  convergente 
entro  il  cerchio  p: 

<^h  (.r)  -=  Ph  {x  —  e)  ; 

inoltre  (art.  105)  la  serie: 

oo 

F{x)=^   ^   Ph(x~c) 
h-\ 

potrà  trasformarsi  in  una  serie  di  potenze: 

F{x)  =  r(x-c),  (2) 
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la  quale  sarà  convergente  nell'interno  del  cerchio 
p.  Facciamo  la  stessa  cosa  per  un  punto  d  interno 
al  cerchio  f;  otterremo  per  tutti  i  punti  x  d'un 
certo  intorno  pj  di  e?: 

F{x)^Q(x-d),  (3) 

dove  Q  denota  una  serie  di  potenze.  Per  un  punto 
X  comune  ai  cerchi  p,  Pi  sussisteranno  insieme  le 
(2),  (3),  sicché  si  avrà: 

P{x--c)  =  Q(x-~d). 
Ma  d'altra  parte: 

P(.r-c)=:P(.r  — e  \d  —  c), 
quindi: 

P{x-c  \d  —  c)  =  Q{x-d). 

'  Amhi  i  membri  sono  serie  di  potenze  di  x  —d^ 
e  l'eguaglianza  deve  aver  luogo  iu  tutto  un  certo 
iutorno  di  d;  quindi  (art.  95): 

P(x-c  \d-c)^Q(x  -d). 

Proseguendo  il  ragionamento  allo  stesso  modo, 
si  vede  che  : 

a)  Per  ogni  punto  e  neW  intorno  del  quale 
V espressione  analitica  è  equiconvergerite^  può  tro- 
varsi una  serie  di  potenze  avente  lo  stesso  valore 
di  essa  in  tutti  i  punti  d'  un  intorno  di  e; 

b)  Se  C  è  un  campo  connesso,  contenente  il 
punto  e,  e  in  questo  campo  l'espressione  aritmetica 
è  equiconvergente^  le  .serie  di  potenze  che  la  rap- 
presentano negV intorni  dei  vari  punti  di  C  sono 
le  serie  dedotte  da  quella  che  la  rappresenta  nel- 
r  intorno  di  e,  cioè  so)io  gli  elementi  di  una  me- 
desima fun.zìuìie  analitica. 


154  Parte  seconda. 


Pili  brevemente:  Se  un'espressione  aritmetica 
F{x)  è  equiconver gente  in  un  campo  connesso  C, 
può  trovarsi  una  funzione  analitica  f(x)  che  la 
rappresenta  in  tutto  quel  campo. 

156.  Si  presenta  ora  una  questione  importante 
Può  avvenire  che  1'  espressione  aritmetica  I  {x), 
oltre  che  nel  campo  0,  sia  equiconvergente  in  un 

altro  campo    G  separato    da    G.    Partendo   da  un 

punto  e  del  campo  G  si  potrà  trovare  una  funzione 

analitica  f{x)  che  rappresenta  la  F{x)  nel  campo 

G  come  la  f  (x)  la  rappresenta  nel  campo  0.  Ora 
esiste  una  relazione  necessaria  tra  le  due  funzioni 

analitiche    /"(.x),   fix)"^   E,    in    particolare,    se   il 
campo  d'esistenza    della   funzione   analitica   f  (x) 

contiene,  oltre  a  0,  anche  G,  le  due  funzioni  f{x), 

f{x)  sono  necessariamente  identiche  tra  loro? 

157.  Per  rispondere  alla  seconda  di  queste 
domande,  premettiamo  il  teorema  seguente  della 
teoria  delle  serie.  ^ 

Se  ?^i,  ?^2i  •  •  •  ^  ^^^^^  successione  di  quantità  reali 

0  complesse^  tali  che  la  serie   ^   uh  sia  convergente 

0   divergente  (ma  non  indeterminata),   ??i,  ^2, . . . 
una  successione  di  numeri  interi  e  positivi  ere- 


m 

scenti,  e  se  si  pone    ^   Uh  =  Suh 

la  serie: 

.  +  Uiih^i 

/i— i                  Siili  Sììh+i 

*  D'Arcais  3. 

(1) 
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è  sempre  convergente^  e  il  suo  valore  è  -^-  se  la 

~  ,  Il 

-    Uh  è  divergente,  -x—  — -^  se   essa   e   con  ver- 
uni Out  o 

gente  ed  ha  per  somma  S. 

La  (1)  può  scriversi  nelle  forme  seguenti: 

h  =  l  Lo«A  ^//7,+|J  L  "55^*1  O/J2J  L^/13  O/I3J 

1     ,.     1 

=  -5 —  111"  -^ —  > 

Ora  lini  Ur+i  =  00,  e  quindi: 

r=oo 

,.1       ,.1 

Imi  — —  =  lini  — —  , 
e  questo  limite  è  0  od  —  secondochè  la  serie: 


-  tlh 
h=l 

è  divergente  oppure  è  convergente  ed  ha  per  somma 

S;  sicché  la  (1)  ha,  rispettivamente  nei  due  casi, 

.,,111 
il  valore  -^    0- ^  . 

Oli,  o^l^  O 

158.  È  da  osservarsi  che  la  (1)  dell'art,  prec. 
è  ancora   convergente    ed  ha  per  somma  -;^  se, 

00 

pur  essendo  la  serie    -    Uh  indeterminata,   si  ha: 

h=ì 

lini     I  Sm  I  ^  <x>.  (1) 
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Ciò  ha  luogo  in  particolare  ogniqualvolta  il  ter- 
mine generale  della  serie  cresce  indefinitaniente 
iu  valore  assoluto,  cioè: 

lini    I  Unt  \  =  <x>.  (2) 

Infatti  la  .(2)  può  scriversi: 

liin     I   Sm  —  Sm-l  \  -=-<X); 

ma: 

I    Sm   -   S,n-l   I  -  I    Sm  \     i    \    Sm     il, 

sicché  si  ha: 

lini    [   I    Sm  I   +   I    Sm-l   I   ]^<X), 
m=ioo 

ossia: 

2  lim    I  Sm  I  —  <^, 

m=oo 

che  equivale  alla  (1). 

159.  Abbiasi,  dopo  ciò,  l'espressione  aritme- 
tica : 

oo 

Fix)'-^    ^   'f/^W,  (1) 

e  questa  sia  convergente  in  un  campo  0,  e  in  un 
altro  campo  D  sia  divergente,  oppure  sia  indeter- 
minata ma  in  modo  che  sia: 


lim       ^    cp/i  (u-)  I  --  oo. 

m—oo  \  h  ^l  1 
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Pel  teorema  precedeììte,  Tespressione  aritmetica: 

oo 

G(.r)=    ^    ■l,.(x),  (2) 

r=l 

(love  : 


•}>•  W  - 


/S,I,.  (.r)   /Swr+i  (^) 

1  1 


m 
Sm(x)=    ^    cp,,(.r), 

e  le  )ir  hanno  il  significato  loro  attribuito  nel  pre- 
cedente articolo,  avrà  lo  stesso  valore  di: 

1 1_ 

Sn.  (X)  F{X) 

in  tutti  i  punti  del  campo  (7,  lo  stesso  valore  di 
1 

Sn,  (X) 

in   tutti    i  punti   del   campo   D.  Osservando  che 

— — T-r,  essendo  una  funzione  razionale,  è  una  fun- 
Ow,  [x) 

zione  analitica  avente  per  campo  d' esistenza  l'in- 
tero piano  escluso  un  numero  finito  di  punti  (ar- 
ticolo 152),  si  vede  che  G  (x)  è  un'espressione  arit- 
metica convergente  nei  campi  separati  C  e  D,  la 
quale  nel  campo  D  è  rappresentata  dalla  funzione 

analitica  — — t— :,  mentre  nel  campo  C  non  è  rap- 
Oni  [x) 
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presentata  dalla  stessa  funzione  analitica,  ^  sebbene 
il  campo  di  esistenza  di  questa  comprenda  anclie 
il  campo  1). 

Se  poi  in  particolare  la  (l)  è  e(iuiconvergente 
nel  campo  C,  oltre  al  risultato  ìiegativo  teste  espo- 
sto, otteniamo  anche  il  risultato  positivo  di  aver 
determinato  le  due  funzioni  analitiche  che  rappre- 
sentano la  G  (x)  rispettivamente  nei  campi  J)  e 
0;  giacche,  detta  f(x)  la  funzione  analitica  che 
rappresenta  l'espressione  aritmetica  i^(rr)  nel  campo 
0,  quella  che  rappresenta   la    G  (x)  nello  stesso 

.       1  1 

campo  e  w-j~.  —  77-r  • 

Sn,{x)         f(x) 

160.  Prendasi,  p.  es.: 


e  quindi: 


CX) 

F(x)=   ^   x^^-' 


Questa  serie  è  convergente  nel  cerchio  di  rag- 
gio 1  col  centro  nell'origine;  nei  punti  esterni  a 
questo  cerchio  essa  è  divergente  0  indeterminata, 
ma  il  modulo  del  suo  termine  generale  cresce  in- 
definitamente. Potremo  quindi  assumere  come 
campo  0  V  interno  del  cerchio  di  raggio  1  col  cen- 
tro nell'origine,  come  campo  D  l'esterno  del  cer- 


*  Giacché,  essendo  F{x)  finita  in  tutto  il  campo  C,  si  ha 
per  tutti  i  punti  di  questo  campo: 


1       1^1 


Sn^  ix)      F  {x)  '  Sm  ix) 
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chio  stesso.  Nel  campo  0  si  ha,  come  è  noto: 

F{X,    =    , ,       Sur 


\—x         '■        l—x 

Allora,  pel  teorema  dimostrato,  Tespressione  arit- 
metica : 

^w^-.  ri^_  i^-_i^ 

r=\U-x''>-       1  — a;"'+'J 

~  r=i  (1  —  ^"'v  (l  —  .ì;"'-+') 

sarà  convergente  tanto   in    C  che  in  Z>,  e  il  suo 
valore  sarà: 

m  C,       ; (1  — ^)     ossia     -— ^ \ 

in  i) 


1  —  rr".  ' 
0,  ciò  che  è  lo  stesso,  il  valore  di: 

^      -^"'(1  —  ir"'*"-"') 
^  ^       ,^1  (1  —  rr"')  (1  —  ^"'^0 

ic"»  1 

sarà  :. in  C,  e  :. in  /). 

1  —  ^""  1  —  a:"» 

Prendasi  in  particolare  tir  =2'""^;  si  avrà  l'e- 
spressione aritmetica: 


r=i  1  -  ai^'  ' 
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X  1 

il  ciii  valore   sarà in  0,  e  7 in  /).  Ne 

l ~x  \—x 

segue  clie  l'espressione  aritmetica: 

A'(.T)  =  ^-^  -  2  lì  (.r)  =  1-+^  -  2  ?  -^  = 

1  —  .Ì7  \  —  X  r=\  1  —  O:- 

~  i-X^  rll  l  1-  X^'-  1  -rr2'-'    J 

avrà  in  0  il  valore  +  l  e  in  7)  il  valore  -  1.  "^ 

161.  Kimane  ora  da  risolvere  la  prima  delle 
questioni  che  ci  proponemmo  nell'art.  156.  A  tal 
uopo  dobbiamo  ricordare  il  seguente    teorema:  ** 

Dato  un  cerchio  nel  piano  della  variahile  com- 
plessa X  ed  un  altro  cerchio  nel  piano  della  va- 
riahile complessa  x\  è  sempre  possibile  trovare  una 
sostituzione  lineare  che  trasformi  il  primo  cercìiio 
nel  secondo  e  V interno  delV uno  nell'interno  del- 
l' altro. 

Uno  dei  due  cerchi,  ed  anche  ambidue,  possono, 
in  particolare,  avere  raggio  infinito,  cioè  ridursi  a 
linee  rette. 

Abbiansi,  dopo  ciò,  n  cerchi  Oi,  C2, . . . ,  Cu,  e 
dicasi  Co  la  parte  del  piano  esterna  a  tutti  questi 
cerchi.  Siene  date  inoltre  ad  arbitrio  n  +  1  espres- 


*  La  serie  K{,ìc)  fu  indicata  da  J.  Tannery  a  Weier- 
STRASS  nel  1881  (v.  Weierstrass  216).  La  serie  //(./■)  ora 
stata  j?ià  considerata  da  E.  Schroder  nel  187G  (Weierstrass, 
ivi).  V.  anclie  Pringsheim  170. 

**  Per  la  dimostrazione  vedi:  G.  Holzmueller,  Einfììh- 
rung  in  die  Theorie  der  isogonalen  VerwandtscTiaften  inid 
der  conformen  Abhildungen.,  Leipzig  1882,  p.  61  e  sef^g-. 
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sioni  aritmetiche  Fq  (oj),  Fi  (.t),  . . . ,  Fn  (:r)  tali,  che 
Fr  (.r)  (r  =  0,  1, . . . ,  n)  sia  equiconvergeute  nel 
campo  Cv  .  Potranno  trovarsi  n  4- 1  funzioni  ana- 
litiche fo  {x)j  fi  (x), . . . ,  f/i  Or)  tali,  che: 

fr(x){r  =  0,  !,...,«) 

rappresenti  Fr  (x)  nel  campo  C-  ;  di  più  potranno 
determinarsi  r  sostituzioni  lineari  tali,  che  la: 

,      arx  +  br  .        ,    ^  . 

trasformi  il  cerchio  Cr  nel  cerchio  di  raggio  1, 
col  centro  nell'origine,  del  piano  x\  e  l'interno 
del  primo  nell'ioterno  del  secondo.  Allora  l'espres- 
sione aritmetica: 

j.JarX  \-br\        ,        .    ^  . 

avrà  il  valore  +  1  nell'interno  del  cerchio  C-  e 
valore  —  1  all'  esterno  di  esso  ;  e  l' espressione 
aritmetica  : 

;^.«  +  i|,[..K(j^)|li.,W-F.W, 

sarà  eguale  ad  i^r  (ic)  (r  =  0,  1,  2, . . . ,  n),  e  quindi 
sarà  rappresentata  dalla  funzione  analitica  fr  {x\ 
nel  campo  Cr. 

Concludendo,  si  può  sempre  costruire  un'espres- 
sione aritmetica  che  sia  rappresentata  in  parti  se- 
parate del  suo  campo  di  convergenza  da  funzioni 
analitiche  scelte  ad  arbitrio.  E  però  tra  le  fun- 
zioni analitiche  che  rappresentano  una  medesima 

Vi  VANTI.  Il 
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espressione  aritmetica  in  parti  separate  del  suo 
campo  di  convergenza  non  esiste  alcuna  relazione 
necessaria. 

162.  A  risultati  analoghi  si  giunge  conside- 
rando una  forma  assai  meno  comune  di  espressioni 
aritmetiche,  le  frazioni  continue  i  cui  termini  sono 
funzioni  razionali.  ^ 

Consideriamo  la  frazione  continua: 

^-=^P  \  g --^— .         (1) 


pq 
p  ¥q 


p  +  q  —  ... 

Qualunque  sieno  le  quantità  /?,  </,  purché  di 
modulo  diverso,  essa  è  convergente.  Indichisi  con 
<^n   la  ridotta  n-esima;  si  avrà: 

pq 


da  cui: 


e  quindi: 


a«  -     q  =^  —  y-^n-\  —  g), 


«n  -~p  q_  ^n-\  —  p 

'J-n  —  q         p   «n-1  —  q 


Di  qui,  osservando  che  '^'■\—p  f  q^  si  ha: 
^n  —  q       VP/* 


*  Lerch  100. 
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Al  tendere  di  n  ad  infinito,  il  secondo  membro 
tende  a  zero  o  ad  infinito  secondochè  |  i?  I  >  |  ^| 
oppure  I  p  I  <  I  ^  I  .  Nel  primo  caso  si  ha  dunque  : 

aT=  lim  a„==^, 

M=00 

nel  secondo: 

a  =  lim  «»  =  q. 

«=oo 

Pongasi  ora  nella  (1): 

dove  le  ?  (.r),  '|(r)  sieuo   due  funzioni   razionali. 
La  (l)  diverrà  un'espressione  aritmetica: 

0(3; +•}(«:)— ... 
L'equazione: 

I  ?  (.r)  I  =  I  •}  (x)  I  (3) 

rappresenta  una  curva  od  un  sistema  di  curve  y,  * 


*    Poniamo    9  (.r)  =  ^^^,     'h{x)=='^^y    dove    -^x  (a;), 

72  (^\  'l'i  (^X  t'-'O^)  denotano   dei   polinomi,  e  le  frazioni  si 
suppongono  irriducibili.  La  (3),  sotto  forma  intera,  sarà: 

1  ?i  m  ^.  i-r)  I  =  I  ?•>  (j:^)  ^  (.r)  |  .  («) 

Facciamo  come  sempre  x  =  h  +  /  r,  e  separiamo  nei  pro- 
dotti che  figurano  nei  due  membri  le  parti  reale  e  imagi- 
naria  : 

9i{x)h'x)  =  l^{n,v)  +h{i(,r),    c.>{x)-li{x)  =  p{u,r) -{- hiu.r); 

la  («)  diverrà: 

a2  («,  v)  -r  v2  (»,  r)  —  e-  (?^  r)  -  0-*  (<^  r)  =  0, 
che  sarà  l'equazione  cartesiana  della  curva  y. 
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che  dividono  il  piano  in  due  o  più  campi  sepa- 
rati, in  alcuni  dei  quali  |  cp  (x)  1  >  1  '|  {x)  I  ,  men- 
tre negli  altri  !  cp  {x)  \  <  '\  (,x').  Diremo  G  i  primi, 
D  i  secondi.  Nei  campi  C  si  avrà  F(x)=^'^  {x)^ 
nei  campi  D  invece  F(x)=^'\  {x). 
Facciamo  p.  es.  : 

cp  {x)  =  .T  —  1 ,  '1  (x)  =  x  f-  1  ; 
l'equazione  (3)  rappresenta  il  luogo  dei  punti 
equidistanti  dai  punti  +  1  e  —  1,  cioè  l'asse  i ma- 
cinano. La  regione  C  ò  l'insieme  dei  punti  che 
distano  piìi  da  +  1  che  da  ^-  1,  cioè  la  parte  del 
piano  a  sinistra  dell'asse  imaginario;  la  regione  J) 
è  quella  a  destra  di  esso.  L'espressione  aritmetica  : 

2x 


2x  —  ,.. 

è  rappresentata   da  x  —  1   a  sinistra,  da  x  -[-  \  a 
destra  dell'asse  imaginario. 
Facciamo  invece: 

cp  {x)  =zx^  —  1,  4'  W  ==  ^^1 

dove  a  è  una  costante  reale  e  positiva;  la  (3) 
rappresenta  una  ellisse  di  Cassini  i  cui  fuochi 
sono  i  punti   ±  1.  NelF interno  di  essa  si  ha: 


1  |<a 


all'  esterno    |  .r^  —  1  j  >a-;    quindi   l'espressione 
aritmetica  : 

a'  (x'  -  1) 


F{x\=x"  —  l-va:^ 


x^  —  i  -1  fr 

è  rappresentata  da  a'  all'interno,  da  x'  —  1  all'e- 
sterno della  curva. 
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Generalità  sullo  studio  sistematico 

delie  funzioni  analitiche. 

Proprietà  fondamentali  delle  funzioni  intere. 

1  63.  Il  risultato  ottenuto  per  le  funzioni  ra- 
zionali (art.  150,  152,  153),  che  esse  sono  le  sole 
funzioni  le  quali  hanno  soltanto  singolarità  po- 
lari, ci  mostra  quale  influenza  abbiano  la  natura  ed 
il  numero  dei  punti  singolari  d'  una  funzione  sulla 
forma  analitica  di  essa,  e  ci  suggerisce  di  pren- 
dere a  fondamento  d'una  classificazione  sistema- 
tica delle  funzioni  analitiche  la  natura  ed  il  nu- 
mero delle  loro  singolarità.  Una  tale  classificazione 
si  riassumerebbe  nello  specchio  seguente: 

A.  Funzioni  senza  singolarità. 

B.  Funzioni  con  soli  poli: 

1.  Funzioni  con  un  solo  polo: 

a.  air  infinito; 

b.  a  distanza  finita. 

2.  Funzioni  con  un  numero  finito  di  poli. 

3.  Funzioni  con  infiniti  poli. 

0.  Funzioni  con  singolarità  qualunque: 

1.  Funzioni  con  un  solo  punto  singolare: 

a.  all'infinito; 

b.  a  distanza  finita. 

2.  Funzioni  con  un  numero  finito  di  punti 
singolari. 

3.  Funzioni  con  infiniti  punti  singolari: 

a.  funzioni  con  infiniti  poli  ed  un  solo  punto 
singolare  essenziale; 
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h.  funzioni  con  infiniti   poli   ed   un  numero 
finito  (li  punti  singolari  essenziali; 

e.  funzioni  con  infiniti  punti   sin*,^olari  qua- 
lunque. 

Le  funzioni  A  si  riducono  a  costanti  (art.  137). 
Ijq  B\  a  sono  i  polinomi;  \q   B  ih  sono   le  fun- 
zioni della  forma  f\  -  —  |,  dove  f  denota  un  po- 
\^  —  ci 

linomio  e  e  è  il  polo  ;  le  jB  2  sono  le  funzioni  ra- 
zionali; le  _B  3  non  esistono  (cfr.  art.  153).  Pertanto 
lo  studio  sistematico  delle  funzioni  analitiche,  che 
noi  ci  proponiamo  ora  di  imprendere,  e  già  stato 
iniziato,  per  dir  così,  inconsciamente,  nelle  prece- 
denti pagine;  e  noi  dobbiamo  riprenderlo  al  punto 
al  quale  è  rimasto  interrotto,  incominciando  a  con- 
siderare le  funzioni  0,  e  fra  queste  le  0  1  a  :  fun- 
zioni aventi  un  solo  punto  singolare  alViìifinito* 

Queste  funzioni,  che  si  presentano  per  prime  al 
nostro  studio  come  la  più  ovvia  generalizzazione 
dei  polinomi  —  giacché  a  polinomi  esse  si  ridu- 
cono quando  la  loro  singolarità  sia  polare  ~,  ci 
appariranno  un'altra  volta  sotto  la  stessa  luce 
quando  ne  avremo  determinato  (v.  art.  seg.)  la 
forma  analitica  generale;  e  ciò  vale  a  riprova 
dell'osservazione  poc'anzi  fatta  sul  nesso  stretto 
che  passa  tra  la  forma  analitica  d'una  funzione  e 
le  sue  singolarità. 

Le  funzioni  aventi  un  solo  punto  singolare  al- 
l'infinito diconsi  intere  od  olomorfe.  Alla  denomi- 
nazione di  intere  s^ aggiunge  l'altra  di  trascen- 
denti^ quando  si  vuol  aff'ermare  che  la  singolarità 
esistente  all'infinito  è  essenziale. 

164.  Sia  f{x)  una  funzione  intera,  e  sia  P{x) 
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il  suo  elemento   corrispondente    all'origiue,    dove 

•  come  in  o^ni  altro  punto  a  distanza  finita  — 
essa  ò  regolare.  La  serie  P(x)  avrà  (cfr.  art.  137) 
raggio  di  convergenza  infinito,  e  però  basterà  a 
rappresentare  la  funzione  f(x)  nell'intero  piano. 
Cioè: 

Una  funzione  intera  è  rappresentata  da  una 
serie  di  potenze  convergente  in  tutto  il  piano. 

Se  la  serie  di  potenze  si  riduce  ad  avere  un 
numero  finito  di  termini,  la  funzione  diviene  un 
polinomio  e  il  punto  all'infinito  è  un  polo  di  esso; 
e  reciprocamente. 

La  somma  e  il  prodotto  di  pia  funzioni  intere 
sono  funzioni  intere.     ■ 

La  derivata  e  V  integrale  d'una  funzione  intera 
sono  funzioni  intere  (art.  132). 

1  65.  La  grande  analogia  che  esiste  fra  i  po- 
linomi e  le  funzioni  intere  trascendenti  suggerisce 
l'idea  di  esaminare  quali  tra  le  proprietà  fonda- 
mentali di  quelli  sussistano  anche  per  queste. 

Le  proprietà  fondamentali  dei  polinomi  sono  es- 
senzialmente due  (art.  151),  di  cui  la  seconda  è 
una  conseguenza  della  prima: 

aj  Esistenza  d'una  radice  (teorema  di  Gauss). 
b)  Decomponibilità  in  fattori  lineari,  e  conse- 
guente possibilità  di  costruire   un  polinomio  date 
le  sue  radici. 

Quanto  al  teorema  di  Gauss,  è  facile  accertarsi 
con  un  esempio  che  esso  non  vale  sempre  per  le 
funzioni  trascendenti  intere.  La  funzioiie  e-^  (ar- 
ticolo 114),  che  è  rappresentata  da  una  serie  con- 
vergente in  tutto  il  piano,  non  s'annulla  mai.  In- 
fatti essa,  anzitutto,  non  può  annullarsi  per  alcun 
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valore  reale  e  positivo  di  x^  come  è  evidente  dalla 
forma  del  suo  sviluppo;  inoltre,  se  si  annullasse 
per  X  =  ^1,  essendo  : 

ed  e^--^!  finita,  sarebbe  e-^  =  0  per  qualunque  va- 
lore di  X. 

Di  qui  nasce  spontanea  la  domanda,  quale  sia 
la  forma  più  generale  delle  funzioni  intere  prive 
di  radici. 

Sia  f{x)  una  funzione  intera  la  quale  non  ab- 
bia alcuna  radice.  La  sua  reciproca  -7—.  non  avrà 

alcun  polo  (art.  139);  e  non  potendo  avere  nep- 
pure punti  singolari  essenziali  a  distanza  finita, 
giacche  questi  sarebbero  tali  anche  per  f(x)^  sarà 
una  funzione  intera.  Essendo  intera  anche   (arti- 

f  ix) 
colo  164)  f'(x)^  lo  sarà  pure  (ivi)  — -^vi  ^  così  (ivi) 

l'integrale  di  quest'ultimo  rapporto;  cioè,  posto: 

g  [pò)  sarà  una  funzione  intera.  Se  facciamo  poi  : 

h{x)  potrà  (cfr.  art.  115)  trasformarsi  in  una  serie 
di  potenze  convergente  in  tutto  il  piano,  cioè  sarà 
una  funzione  intera.  Dopo  ciò  si  ha  (ivi): 

e  quindi; 

fix}  ^  ¥^) 
f(x)        h{x)' 
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ossia  : 

f{cc)h'ix)-h{a;)f{x):=0. 

Moltiplicando  per  la  funzione  intera  ^^       , si  ha: 

f{w)h'(x)-h(a;)f'{x)  ^ 
fHx) 

Ora  il  primo  membro  è  (art.    135)  la  derivata 

di    r'.~^>  donde  segue  (art.  108)  che   questo  rap- 

f{X) 

porto  deve  ridursi  ad  uua  costante: 
h(x) 


f(x)  -  ^- 


Si  ha  dunque: 


od  anche,  omettendo  il  fattore  -^  e  sostituendo  a 

0 

g(x)  un'altra  funzione  6^  (.r)  che  ne  differisce  sol- 
tanto  per  una  costante: 

/•(a;)---e^(^^^ 


*  Il  ragionamento  esposto   si   applica,  senza  variazione 
alcuna,  ad  una  serie  di  potenze  P{:x)  convergente  in  un  cer- 

P'  (.r) 
cliio  C  e  priva  di  radici  entro  di  esso.  Posto  ~prT==  Q'  ^•^)» 

anche  Q'  (a;),  e  quindi  anche  Q  {x),  e  convergente  entro  C, 
e  si  ha,  a  meno  d' un  fattore  costante  : 
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Cioè:  Ogni  funzione  intera  priva  di  radici  è 
un  esponenziale  il  cui  esponente  è  ima  funzione 
intera. 

166.  Stabilita  l'esistenza  di  funzioni  intere 
privo  dì  radici,  dobbiamo  studiare  quelle  che  am- 
mettono radici,  ed  esaminare  se,  e  sino  a  qual 
punto,  la  conoscenza  delle  radici  d'una  funzione 
intera  permetta  di  assegnare  la  forma  analitica 
di  essa. 

E  noto  che,  date  le  radici  d'un  polinomio,  que- 
sto è  determinato  a  meno  d'  un  fattore  costante. 
Nel  caso  delle  funzioni  intere  trascendenti  pos- 
siamo diro  sin  d'ora  che  l'indeterminazione  è  as- 
sai più  grande  ;  giacche  tutte  le  funzioni  intere  che 
differiscono  tra  loro  per  un  fattore  esponenziale 
(così  chiameremo  un'espressione  della  forma  e^^^\ 
in  cui  g  (x)  è  una  funzione  intera)  hanno  le  stesse 
radici.  Yedremo  però  che  a  ciò  si  limita  tutta  la 
indeterminazione;  che  cioè  una  funzione  intera,  di 
cui  sono  date  le  radici,  ò  determinata  a  meno  sol- 
tanto d'un  fattore  esponenziale. 

167.  Cominciamo  da  un  caso  semplice;  quello 
in  cui  il  numero  delle  radici  è  finito.  Siene  esse 
c'i,  ^2, .  . .  ,Cn  ^  intendendo  che  in  questa  serie  cia- 
scuna radice  figuri  tante  volte  quante  unità  con- 
tiene il  suo  ordine,  sicché  le  e  non  sono  tutte  ne- 
cessariamente diflFerenti. 

Sia  f{x)  la  funziono  cercata,  e  pongasi: 

cp  {x)  =  {x  -  Ci)  {x  -  C2)  ..  .{x  -  Cu  ). 

Il  rapporto  —7-—  è  una  funzione  intera  priva  di 
?  (^) 
radici.  Anzitutto  in  un  punto  d  diverso  dai  punti 
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Ci,  C2, . . . ,  Cyi   f{x)   è   diversa  da   zero   ed  --r-  è 

reo^olare  e  diversa  da  zero,   sicché  anche      .  .   è 

regolare  e  diversa  da  zero.  Sia  ora  Ci  uno  zero 
d'ordine  r,  sicché  Ci  =  €0  =  . . .  =  Cr  '->  si  avrà  : 

?  W  =  i^  —  (^ìY  (-^  —  ^>-+i)  (^  ~  c>'4-2)  •..  (•»  -  c«  )  — 

dove  }  W  è  un  polinomio  che  non  s'annulla  in  Ci, 
—  inoltre  (art.  139)  neirintorno  di  Ci'. 

fix)=:(x-CiYP{x--Ci\ 

dove  P{x  -  Cy)  e  una  serie  di  potenze  di  x  —  Ci 
convergente  in  tutto  il  piano  che  non  s'annulla 
nel  punto  c^.  Ne  segue: 

(b  (x)  •]'  {X) 

ed  il  secondo  membro  è  regolare  e  non  s'annulla 
nel  punto  Ci.  Analogamente  per  gli  altri  punti  e. 
Si  avrà  pertanto  (art.  165): 

dove  g  (j;)  denota  una  funzione  intera,  che  d'  al- 
tronde può  essere  qualunque,  e  quindi: 

f{x)  =  ef7(x)  o  {x)  =  e(^i^^  (x  —  c^)  {x  -  C2)...(x  -  e,  ), 
0,  ciò  che  ò  lo  stesso: 


/•  {x)  =  e^i^-^ 


[  Ci)\  C.ij"\  CnJ 
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168.  Abbia  ora  la  funzione  intera  f  (x)  infi- 
nite radici.  Queste  formeranno  un  insieme  isolato 
(art.  127),  e  quindi  numerabile  (art.  41),  il  quale 
avrà  per  unico  punto  limite  il  punto  all'  infinito 
(art.  127);  e  però  ogni  campo  finito  conterrà  sol- 
tanto un  numero  finito  di  esse  (art.  5).  Potremo 
pertanto  ordinare  le  radici  in  serie  semplice  come 
segue  :  Prendiamo  una  successione  di  quantità  po- 
sitive indefinitamente  crescenti  pi,  P2, . . .  Yi  sarà 
un  numero  finito  di.  radici  di  modulo  ^pi;  dispo- 
niamole in  ordine  di  modulo  crescente,  restando 
arbitrario  l'ordine  relativo  di  quelle  aventi  egual 
modulo.  Siene  tali  radici  Ci,  6'2, . . . ,  c>i.  Vi  sarà 
poi  un  numero  finito  di  radici  di  modulo  >  p^  e 
^p2;  le  disporremo  come  le  precedenti,  e  le  indi- 
cheremo con  c>-i4-i,  Cn42, . . . ,  Cy,,.  E  COSI  di  seguito. 
Otterremo  per  tal  modo  le  radici  disposte  in  or- 
dine crescente,  od  almeno  non  decrescente,  di  mo- 
dulo; avremo  cioè  una  serie: 

dove: 

I  Ci  I  ^  I  ^2  I  :^ . . . ,  lim    I  cii  I  =  <x>. 

Anche  qui  supporremo  ogni  radice  ripetuta  tante 
volte  quante  unità  contiene  il  suo  ordine. 

1 69.  Ciò  premesso,  ò  possibile  seguire  anche 
nel  caso  attuale  il  metodo  sviluppato  nell'art.  167? 

Se  ciò  fosse,  la  soluzione  del    nostro    problema 
sarebbe  data  dalla  formola: 

f(x)  =  eo^^)  U  ii-—\,  (1) 
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Ma  si  presenta  subito  una  grave  difficoltà:  il 
prodotto  infinito  che  figura  nel  secondo  membro 
in  generale  non  è  convergente. 

Il  mezzo  per  vincere  tale  difficoltà  fu  suggerito 
a  Weierstrass  dallo  studio  di  una  speciale  funzione 
intera,  la  reciproca  ì[q\V  integrale  euleriano  di  2^ 
specie.  Sin  dal  1856  *  egli  trovò  per  questa  fun- 
zione il  seguente  sviluppo  in  prodotto  infinito: 

'  !,('^-i)(,Tiìr= 


X 


r(.T)       n 


Considerando  questa  formola,  egli  osservò  che 
il  prodotto  infinito: 


5.  (■+!)• 


il  quale  parrebbe  poter  rappresentare  la  funzione, 
perchè  ogni  suo  fattore  s'annulla  in  uno  zero  di 
essa,  non  è  d'alcun  uso,  perchè  divergente  per 
tutti  i  valori  di  rr,  ma  che  esso  può  tuttavia  con- 
vertirsi in  un  prodotto  convergente  per  tutti  i  va- 
lori di  X  moltiplicando  ciascun  fattore  per  un  e- 
sponeuziale  avente  per  esponente  una  funzione  li- 
neare. Di  qui  egli  fu  condotto  a  chiedersi  se  il 
prodotto  (1),  il  quale  in  generale  non  è  conver- 
gente, non  potesse    in  tutti   i   casi   rendersi  tale 


*  Ueber  die  Theorie  der  cntal^tischen  Facuìtaten.,  Journ. 
fiir  die  reine  und  angew.  Matb.,  T.  51,  p.  1-60;  Abbandlun- 
gen  au8  der  Functionenlehre,  Berlin  1886,  p.  183-260. 
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moltiplicandone  i  fattori  per  esponenziali  opportu- 
namente scelti;  e  riuscì  a  dimostrare*  che  effet- 
tivamente ciò  ò  sempre  possibile. 

E  da  notarsi  però  che,  sin  dal  1860,  Betti  ^"^ 
era  giunto  a  questo  risultato  in  due  casi  parti- 
colari importantissimi,  che  svilupperemo  più  in- 
nanzi (art.  1 73. 1 74)  ;  e  che,  come  ha  mostrato  Dini,  "^  ""  '' 
il  metodo  da  lui  usato  avrebbe  potuto  estendersi, 
senza  alcuna  difficoltà,  al  caso  generale. 

1  70.  Il  risultato  fondamentale  accennato  nel- 
l'art, prec.  può  enunciarsi  come  segue: 

Dato  un  msieme  numerabile  di  punti  C],  r?2, . . ., 
diversi  dall'  origine,  e  tutti  distinti  o  no  tra  loro^ 
tali  che: 


Ul   I  —   I  ^2 


. . . ,  lim    I  ch  I  ---=  ^, 


può  trovarsi  in  infiniti  modi  una  successione  di 
numeri  interi  positivi  non  decrescenti  ri,  r^^ . . . , 
tali  che: 


Ch 


v,+l 


(l) 


sia  convergente  per  ogni  valore  finito  di  ce;  e  la 
più  generale  funzione  intera  che  s' annulla  nei 
punti  Ci,  ^2, . . . ,  ed  ha  inoltre  tino  zero  d'ordine 
m  neir origine,  è  data  da: 

f  {x)  =-  e^(^-)  x^n  n  (  1  _  ^  )  e^cll  M^ ,         (2) 
h=\  \  Ch  I 


*  Weierstrass  217. 
**  Betti  11. 
***  Dini  47. 
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dove  g(x)  è  una  funzione  infera  qualunque  (teo- 
rema di   ^Veierstrass). 
Se  si  prende  rh  =  h  —  1,  la  (l)  diviene: 


oo 
hzzl 


Oh 


e  questa  è  convergente,  perchè  la  radice  /<-esima 
del  suo  termine  /i -esimo  tende  a  zero  al  tendere 
di  h  ad  infinito,  qualunque  sia  x.  La  successione 
dei  numeri  di  convergenza  rn  può  poi  variarsi  in 
infiniti  modi,  sia  mutando  comunque  il  valore  d'un 
numero  finito  dei  suoi  elementi,  sia  aumentando 
il  valore  d'un  numero  finito  od  infinito  'di  essi. 
Ciò  premesso,  si  consideri  la  funzione: 

P{x)=\  -.r, 

che  è  una  serie  di  potenze  ridotta  ad  un  polino- 
mio e  priva  di  radici  entro  il  cerchio  di  raggio  1 
col  centro  nell'origine.  Si  avrà: 

quindi: 

P'(x)_    -1    ^ 
P[x)   ~  \  -  x'~      A.=i 


:ì   x^-\ 


e  di  qui  (art.  165,  nota),  per  [  .t  |  <  1,  a  meno  di 
un  fattore  costante,  che  si  riconosce  subito  essere 
l'unità: 

1  -^  x  —  P{x)^€    '''^^    ^  .  (3) 
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Poniamo  ora: 


Eh  {x)r=\l 


Ch 


Ch^' 


(4) 


avremo  per  la  (3)  per  \x\  K\  ch\\ 
Eh  {x)=e  e 


ossia: 


Eh  {x)  =  e 


oo           ^.^ 
V 

A-^r/,+1  ^-<^h'-- 


Sia  n  uu  num^ero  qualunque,  e  consideriamo  la 
somma  doppia: 


Pei 


X 
Ch 


oo 
h=n-{-l 

^- 

oc 

V 

■rn+1 

x^ 

hch^  • 

<A<1 

si 

ha: 

A— r7,-fl 


Ch 


X 
Ch 


rn+l 


X 

Ch 


< 


1    -X 


X 

Ch 


rn+i 


quindi,  a  maj^gior  ragione: 


k=vn-\-\    k 


X 

Ch 


le  1 

<r:rx 


X 
Ch 


rh+\ 
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e,   per 


C//+1 


da  cui: 


<X<1 


k  Ch 


1  —  A  h^n-{-l 


I.    i 
CI, 


lA+1 


h=n+l   k=rh+l  kch^ 


< 


1  —  A  A, 


-n+l 


X 

Ch 


\rh-\-\ 


La  serie  del  secondo  membro  converge  per  ogni 
valore  finito  di  x^  e  quindi  è  certamente  equi- 
convergente  in  ogni  cerchio  di  raggio  minore 
di  X  I  Cn+\  I  col  centro  nell'origine  (qualunque 
sieno  X  e  C;j+i),  quindi  lo  stesso  potrà  dirsi  della 
serie  di  serie  di  potenze  che  figura  nel  primo  mem- 
bro, la  quale  perciò  (art.  105)  potrà  trasformarsi 
in  un'  unica  serie  di  potenze  convergente  entro 
il  cerchio  accennato,  o,  ciò  che  ò  lo  stesso,  entro 
il  cerchio  di  raggio  |c'/t+i|.  Indichiamo  con  Pn-\-\  {x) 
questa  serie  di  potenze;  avremo: 


e  quindi: 


oo 

n     Ek{x)  =  e-P"^^^^^ 

h=n-lrl 


e-P.(a)=:e-P«..(x)  n    Eh{x). 

7j  =  1 


(5) 


(6) 


Ora  le  Ei,  (/)  sono,  come  risulta  dalla  loro  espres- 
sione (4),  funzioni  intere;  6--P"*i(^)  è  convergente, 
come  P^-fi  (r),  per  \  x  \  <.Cn+\.  Ne  sej.ue  che 
g-p,(^)  è   convergente   per  |  ic  |  <  |  Cw-fi  i  .    Ma, 

ViYANTI.  12 
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preso  un  valore  qualunque  di  x^  noi  possiamo 
sempre  trovare  un  numero  n  tale  che  sia: 

I  a?  i  <  I  c«+i  I  ; 

onde  si  può  concludere  che  g-Al-^)  è  una  funzione 
intera.  Essa,  per  |  ^  |  <  |  Cn+i  |  ,  non  ha  altri 
zeri  che  i  punti  Cj,  c^^ . . . ,  Ch  ;  ciò  risulta  dalla  (6) 
osservando  che  Eh  (r)  si  annulla  nel  solo  punto 
ch ,  e  che  e--P»+i(^),  per  |  ^  |  <  |  Cn+\  \  ,  non  è  mai 
nulla.  Ne  segue  che  la  funzione  intera  si  annulla 
nei  punti  C],  C2, . . . ,  e  soltanto  in  questi  punti. 
Volendo  costruire  una  funzione  la  quale  abbia 
inoltre  uno  zero  d'ordine  m  nell'origine,  si  dovrà 
moltiplicare  per  x"^\  e  volendo  avere  la  piìi  ge- 
nerale funzione  avente  gii  zeri  dati,  potrà  stabi- 
lirsi come  nell'art.  167  che  si  deve  aggiungere 
un  fattore  esponenziale.  Tenuto  conto  adunque  che 
(v.  eq.  (5)): 

00 

si  ha  infine  per  la  funzione  cercata: 

00 
f[x)  —  e9^'')x'''  n   Eh{x)  — 

^-  e9{x)  ^'«    ÌT  (1  -  — ì  f?^=i  ^' , 
/,=i  V        Ch  ) 

che  è  la  (2). 

I  fattori  Eh  [oc]  diconsi  fattori  primi  0  primari 
171.  Le  radici  Ci,  e?,...  d'una  funzione  in- 
tera possono  essere  tali,  che  non  occorra  prendere 
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i  numeri  >*i,  r2, . . .  indefinitamente  crescenti  per 
rendere  convergente  la  serie  (1)  dell'art.  170,  che 
cioè  esista  un  numero   intero,   nullo    o  positivo  p 

per  cui    -    I  —  i        ,0,  ciò  che  è  lo  stesso  : 


//-li    Ch 


CXD 

V       

h-1  I  Ch 


!2>+i  ' 


sia  convergente.  In  tal  caso  il  più  piccolo  numero 
p  che  soddisfa  alla  condizione  enunciata  si  chiama 
il  (/enere  *  della  funzione,  e  la  funzione  stessa  si 
dice  di  prima  classe;  mentre  si  dice  di  seconda 
classe  se  non  esistè  alcuu  numero  avente  hi  pro- 
prietà anzidetta. 

Una  funzione  di  prima  classe  e  di  genere  /;  ha 
la  forma: 

f  le)  ^  6'^U-)  X-    H    (  1  -  — ì  6>^-=i  ^' .        (  1  ) 

h  =  l  \  Ch  I 

li  fattore  e^^^-^  si  chiama  fattore  esponenziale 
esterno.  Se  questo  manca,  la  funzione  si  dice  seni- 
plice.  Se  esso  ò  un  polinomio  di  grado  non  supe- 
riore a  p,  diremo  che  f{x)  e  una  funzione  di 
rango  p. 


*  Laguerre,  e  dietro  di  lui  Poincaré  e  Borel,  chiamano 
genere  ciò  che  noi  chiamiamo  raii(/o.  Puzyna  (178)  dice  ffC" 
nere  (Rang)  d'una  funzione  /'(./)  il  minimo  numero  intero 
t  che  soddisfa  alla  relazione  : 

|.  f  (.r) 
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Ad  una  funzione  di  rango  p  può  sempre  darsi 
r  apparenza  d' una  funzione  di  rango  maggiore  di 
p.  Supposto  infatti  che  nella  (l)  g{x)  sia  un  poli- 
nomio di  grado  non  superiore  a  /;,  può  scriversi: 

f  {x)  =  e        ^'=^  '^=p^^  ""'  x^>^  TM  1  -  —   e''^"^^       ' 

7t=l\  Ch  ) 

dove  l'esponente  esterno  di  e  è  un  polinomio  di 
grado  p  'V  r. 

1 72.  Prima  di  applicare  ad  alcuni  casi  spe- 
ciali la  formola  trovata,    vogliamo   dedurne  altre 
che  ci  saranno  utili  in  seguito. 
Posto: 

00 

può  scriversi,  qualunque  sia  n: 

o{.()=   li    74  W  .  e-^'H.(^-),  (1) 

dove  Pn+i  {x)  ò  la  serie  di  potenze  risultante  dal- 
l'applicazione  del  lemma  di  AVeierstrass  alla  som- 
ma doppia: 

00  00  ^,Ic 


Ji=^H-{-l  /.•-/•/.+!   kCh^^   ' 

Facciamo  : 

(X)  -y.Ii-. 


(2) 


*  Più  esattamente;  il  mìnimo  valore  di  /r  ò  rn+i  +  1  ;  ma 
noi  possiamo  scrivere  per  semplicità  come  valore  minimo 
^•=l,  non  escludendo  che  alcune  delle  Ank   possano  essere 

n« 
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Se  ripetiamo  per  la  serie  doppia: 

^         ^       ^  (3) 

il  ragionameato  fatto  per  la  (2),  vedremo  che  an- 
che ad  essa  è  applicabile  il  lemma  di  Weierstrass, 
e  di  più  che  la  sua  espressione  ìq  serie  di  po- 
tenze è: 

ossia  P^+i  ix).  Ora  la  serie  doppia  (3)  non  è  al- 

tro  che  —      ^       Vr  rr^  sicché  si  ha: 

j,=n-\-i  Eh  (.r) 

~      E'hix)  , 

-        ^        -^     -.    —P  n+l{x).  (4) 

h=n+i  Eh  (r) 
D'altra  parte  segue  dalla  (!)  (art.  134,  136): 
<^'{x)        %    E'hix) 


cp(.r)       7^=1  Eh  ir) 


-  P'n+i  ix), 


quindi,  per  la  (4): 

^_    ?    TiJ'Ur) 
cp(.r)       h=i  Eh{r) 

Nel  caso  nostro  dunque  la  derivata  ha  la  stessa 

espressione  che  avrebbe   se  il  numero  dei  fattori 

fosse  finito. 

T>.       -,      1     1,  •  r    ^'''(')      •  1 

Ricordando  lespressione  di  -^^tTi  ^^  "^* 

Jiih  \() 

^     ^'''   __        V ± ^    _    V  V  .       (5) 

9  [x]  h~l  Ch  '■''  [X  —  Ch  )  h  =  l  ^•=/7.-|-l      Ch  ■'  ' 
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E  facile  stabilire,  mediante  ripetuta  applica- 
zione del  lemma  di  Weierstrass,  che  l'espressione 
precedente  si  può  derivare  termine  a  termine 
quante  volte  si  vuole. 

1  73.  Faremo  una  prima  applicazione  del  teo- 
rema di  Yfeierstrass,  cercando  lo  sviluppo  in  pro- 
dotto infinito  della  funzione  sen  x^  sviluppo  dovuto 
ad  Eulero,^  il  quale  però  l'ottenne  con  un  me- 
todo non  del  tutto  rigoroso. 

Si  dimostra  nell'Algebra,  che  le  funzioni  trigo- 
nometriche sen  iP,  cos  ^,  dove  x  ò  una  quantità 
reale,  possono  esprimersi  mediante  le  serie  infinite, 
convergenti  per.  tutti  i  valori  finiti  di  x\ 

,en  ,^=_  -  ^  +  -  -  ...=  ^;-  D"  2^^y,,   (1) 

/r'2  /v,4  oo  yJìh 

2  !       4  !  7/=o  2  II  ! 

Le  proprietà  fondamentali  della  funzione  sen  x 
sono: 

a)  Di  essere  dispari: 

sen(—  x)=^  -  sen  x\  (3) 

h)  Di  annullarsi  per  x  =^  k  ^,  dove  h  rappre- 
senta qualunque  numero  intero  positivo,  nullo  o 
negativo  : 

senZ;:r  =  0;  (4) 

e)  Di  essere  periodica,  col  periodo  2  r,  : 

sen  (r  -f-  2  -)  ^^  sen  x.  (5) 


Introductio  in  anali/sht  ìnfinitoruììì^  P-  I,  §  158. 
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Invece  gobx  h  pari  e  si  annulla  per: 

essa  ha  pure  il  periodo  2  tt. 

Supponendo  ora  che  x  rappresenti  una  variabile 
complessa,  noi  prenderemo  le  serie  (l),  (2),  che 
sono  assolutamente  convergenti  anche  per  ogni  va- 
lore complesso  di  .r,  come  definizione  di  due  fun- 
zioni intere,  che  indicheremo  ancora  con  sen^r, 
cos  X. 

Dall'esame  delle  due  serie,  e  dal  confronto  tra 
esse  e  con  quella  che  rappresenta  e^ ,  risulta  im- 
mediatamente : 

Che  coBX  è  la  derivata  di  seno;; 

Che  —  sen  x  è  ìa  derivata  di  cos  x  ; 

Che  per  x  reale  sen  x  e  cos  x  sono  reali,  e 
per  X  puramente  imaginario  sen  x  è  puramente 
imaginario  e  cos  x  reale  ; 

Che: 

e±^-^  =  eoa  X  ±  i  seri  X.  (6) 

Segue  di  qui  (art.  114): 

cos  {x  dtz  y)  +  i  sen  [x±iij)  =  e'^^^^^  -= 

^=  e»;c  e+*>  =  (cos  X  -r  i  sen  x)  (cos y  ±i  sen  tj)  = 

=  cos  X  cos  y  ^  senir  sen  ?/  +  /  (sen.r  cos?/  ±  coso;  seni/), 

e  analogamente: 

cos  {x  -Jty)  —  i  sen  [x  ±  w)  =:  cos  x  cos  y  =F  sen  x  sen  y 
—  i  (sen  X  cos  y  rt  cos  x  sen  ?/), 
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donde  : 

seii  (x  :hy)  =  sen  x  cos  y  ±  cos  x  sen  y     ) 
cos  {x  -jzy)^=  cos  X  cos  ?/  T-  sen  x  sen  ?/    )* 


Prendiamo  nelle  (7)  il  segno  superiore,  poniamo 
—  X  in  luogo  di  X  e  facciamo  y  =  -^.  —  Tenuto 

conto  che    sen  —  =  1 ,    cos  — -  =  0,  avremo  : 


sen  I  -^ a;  j  =  cos  ri? ,  (8) 

cosi— — ^j  — senx.  (9) 

Facendo  invece  nella  prima  delle  (7): 

e  prendendo  ancora  il  segno  superiore,  si  ha,  te- 
nuto conto  delle  (8),  (9)  : 

'^  2.2 

sen  —  =  sen^  x  f  cos^  rr, 

ossia  : 

1  =sen2.T  fcos^r.  (10) 

Dopo  ciò  segue  dalla  (6),  per  v  reale: 

U-i=:l,  (11) 
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e  quindi  per  ?/,  v  reali: 

I  e''+''-  \=e^'.  (12) 

La  funzione  intera  sen  x  conserva  le  proprietà 
d)-,  y,  <^)'->  resta  solo  ad  esaminare  se  essa  si  an- 
nulla per  qualche  valore  complesso  di  x. 

Anzitutto  sen  x  non  può  annullarsi  per  alcun 
valore  puramente  imaginario  di  .r;  infatti,  posto 
x—it,  dove  t  denota  una  quantità  reale,  si  ha: 

Bmit=    ^    (-1V'^*"''+'^TV=^**^   -  ^inTf' 
h=o  2/j  +  l!  7,.=o2/i  +  l! 

e  quest'ultima  serie  ha  valore  essenzialmente  po- 
sitivo.  Un    calcolo    analogo    dimostra    che   anche 
cos  i  t  non  può  essere  nullo. 
Supponiamo  ora: 

sen  [ti  -r  i  ?")  =  0, 

dove  II  e  V  sono  reali,  e  v  =  =  0.  Per  la  prima  delle 
(7)  potrà  scriversi: 

sen  n  cos  i  v  +  cos  ti  sen  i  v  =  0  ; 

ora  sen  u^  cos  u  e  cos  i  v  sono  reali,  e  sen  i  v  è  pu- 
ramente imagiuario,  quindi  dovrà  essere: 

sen  il  cos  i  v  =  0,        cos  u  sen  /  v  =  0, 

ed  essendo  seuir='=0,  cos/r  =  -0,  ne  segue: 

sen  u  =  cos  u  =  0, 

che  è  in  contraddizione  colla  (10). 

Le  radici  della  funzione  sen  x  sono  adunque  : 

0,      .h::,     ±2::,      ±3^..., 
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e  la  successione,  ordinata  in  senso   crescente,  dei 
modali  delle  radici  diverse  da  zero  è: 

Vediamo  se  la  funzione  considerata  ò  della  prima 
classe,  cioè  se  esiste  un  numero  p  tale  che: 

_L_  +  _L_  +  „^„ +  _!___  + 

T.P+l      '       71/^+1     ^    (2  7t)?>+1    ^    (2  TTJ/'  +  l 

sia  convergente.  Questa  serie  può  anche  scriversi  : 
2       <^       1 


oo        l 

Ora  è  noto  *  che  la  serie    ^    y-^   diverge  per 

p  —  0  e  converge  per  ;:»  >  0  ;  il  minimo  valore  in- 
tero di  p  che  la  rende  convergente  sarà  dunque 
p=l,  e  potremo  dire  che  seno;  ò  una  funzione 
intera  della  prima  classe  e  di  genere  uno.  La  sua 
espressione  sarà  data  pertanto  da: 

a? 

senx^e^i^^x    IV    iì-'A]e"\        (13) 

h^—oo  \  -^  II) 

dove  g  {pc)  è  una  funzione  intera  da  determinarsi, 
e  l'apice  apposto  al  segno  n  indica  che  nel  pro- 
dotto manca  il  fattore  corrispondente  ad  h  =  0. 
Essendo  il  prodotto  del  secondo  membro  assolu- 
tamente convergente,  possiamo  disporne  i  fattori 
in  qualunque  modo,  e  in  particolare  possiamo  riu- 


*  V.  Cesàro,  Corso  di  analisi  algebrica,  p.  118,  142. 
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nire  due  a  due  quelli  coiTispondenti  a  valori 
ei^uali  e  di  segno  contrario  di  /^,  eseguendone  an- 
che il  prodotto.  Abbiamo  allora: 


:,('  -  A) 


co 

sen  X  =  e^^^  )r    H    1 1  -  _",—  |  •  (14) 


Resta  da  determinarsi  la  funzione  g  {x).  Perciò 
si  ha  dalla  (18),  per  la  (5)  dell'art,  prec: 


sen  X  X    '  7/=-co  -  h  {x  —  -  h) 

1       ~    r     1  11 

X         h=-oo  [X  —  -  //  r:  n\ 

dove  l'apice  ha  lo  stesso  significato  di  prhiia;  od 
ancora  : 

cos  :r         r  /  ,   ,     1     , 
seu  X  X 

-  h^-i  Ih  {x  —  ~  h)  ^  -  hix  +  T^  h)ì 

1  °°  1 

=  g'{x)+--\~2x   ^    -^ -,,-,, 

che  può  anche  scriversi: 

cos  rr         r  /  V    ,     1    ,  ~  1 


sen  a;  .r  7/=-oo  x-  —  r.-  n- 

oppure,  comprendendo  nella  sommatoria  il  termine 
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—  e  togliendo  quindi  l'apice; 

X 


COS  rr        , .  . 

^  9  Ir) 

sen  X 

oo 
A=-oo  X^ 

da  cui: 

COS  X 
g    {.i)=z 

sen  X 

co 
h=-coX' 

1 


2  7,2    ' 


r.^ìl 


1 


(IC) 


Segue  di  qui  immediatamente,  ricordando  che 
sen  X  è  una  funzione  dispari  e  cos  x  una  funzione 
pari  : 

g'  {^    X)=-g'{X), 

e  quindi  g'  (0)  =-  0;  sicché  g'  {-X)  sarà  il  prodotto  di 
X  per  una  funzione  intera  k  [x]  : 

g' {X)    =xk{x). 

Le  (15),  (16)  diverranno: 

, ,   ,        cos  ^         1 

/ì:  .^ 

^  sen  ir       x^     u 


cos^         \ L?f J_ 

X        X^         Tzii'^\\ìi{X  —-> 


00 

X) 

1 

1 

'?,— ( 

TT  /i 

(•>• 

" 

tt//) 

] 

^ sen ^       x^        ^  7i=--i  l /i  (^  —  ^  //)      h  [x  +  t:  /<) J 

X  sen  ^      7i.=-oo  ^2  —  ^^  W 

Poniamo  x=ii  V  iv,  e  facciamo  crescere  v  al- 
l'infinito per  valori  positivi;  avremo   (v.  eq.  (12)): 

COS  [u  +-  i  v)         ,.        i  (6'"'^-^  -f  g-''»+») 

lim ; ^-r  =    lim  . r— , = — ?• 

i,=+oo  sen  (/^  +  t  v)       ?;:=-Hoo    e"'-^'  —  e-'w+«^ 
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Se  invece  facciamo  crescere    v   all'iufinito    per 
valori  negativi,  avremo: 

,.       cos  (il  •   / 1) 

?;^— oo  sen  [Il  -\-  i  v) 

Si  avrà  quindi  in  ambi  i  casi  : 
cos  [a  r  i  v) 


lini 


^•=.=  ±oo  [a  -h  tv)  sen  [a  \-  i  v 

D'altra  parte: 

1 
I  Ji{ii  +  iv  —  T^h) 


0. 


(18) 


h  V  {::  h 


tir  -r  v^ 


e    poiché,  essendo  a,  h  due  quantità  reali,  si  ha: 
«2  A-  P^2a  b, 


ne  segue: 


I  ^ 


!  h{(i  +  iv--rJi)  i       ii\l2\v\  \T,h-u\ 

Ma,  se  il  <  0,  si  ha  ~  h  —  ii>  -  h>  Ji;  se  u  >  0, 
può  prendersi  sempre  h  abbastanza  grande  per- 
chè sia  ~  h  —  H>  h;  onde  si  ha,  in  ogni  caso,  per 
h  maggiore  di  un  certo  numero  finito  n: 


1 


h  [u  +  i  V  —  ~  II) 


1 


\J2\v\h'^ 


Analogamente: 


I  h  [il  -\-  i  V  i-  r:  Ji) 


3  ; 


\/2|  v\h^ 
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e  quindi: 

1 ^1  I         1/2 


Il  {u  +  i  V  -■  -^  h)       h{u  T  iv  i-  ■^h)l~  JL  ' 


da  cui: 

oo 


?    f i L       lU 

ni-\  [h  {u-{~iv  —  -ri  h)       h  [u  -[-iv-]~Ti  h)\  \  ~^ 
\l'2      ^     J_. 

Ma  la  serie  del  secondo  membro  è  convergente 
(v.  sopra),  quindi: 

lini        ^       ,  —  l —  0    (IQ'j 

v=±oo  h=ni-i[h{ii+io~-h)      h{ni-U)\-li)ì\  ^     ^ 

E  chiaro  poi  che  tendono  a  zero  anche  i  primi 
n  termini  della  somma. 

Dopo  ciò  segue  dalla  (17),  in  virtù  delle  (18), 
(19): 

lini    k{ii  f  i  v)  =  0.  (20) 


Scriviamo  ora  la  (15)  come  segue: 

cos  iX 
sen  X 


hz=-oo  [00  —  t:  h  J  ' 


dove  ^h  =  —r  per  h  -\-0  e  0/,  =  0  per  h—0.  Po- 
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nendo  x  i  2  ^  in  luogo  di  x^  ne  ricaviamo  : 

i     ossia,  cambiando  h  ình  4-  2  e  ricordando  che  sen  x 
!     e  cos^  hanno  il  periodo  2-^: 

seno?      /t=-oolir — ~/i  j 

La  sommatoria  può  anche  scriversi: 

giacché  con  ciò  non  si  fa  che  accoppiare  diversa- 
mente da  prima  le  infinite  quantità y  colle 

X  —  t:  fi 

infinite  quantità  O/t ,  senza  alterarne  il  valore  nò 
toglierne  od  aggiungerne  alcuna.  Si  ha  pertanto: 

</'{X  l2r.)=g'{0C), 

ossia  : 

{X   f  2  tt)  /,'  {X  -r  2r.)z=00k  {X), 

od  ancora: 

k(X±:2r.)=.-^k{x).  (21) 

Supposto    dunque  nella  (20)    \  u  \  <2~^  risulta 
dalla  (21)   che   essa   sussiste    per    |  ;f  |  <4-,  per 
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h^  I  <  6  TT,  ecc.  Cioè  può  scriversi 
lini    k  {x)  ^  0^ 


X=02 


e  di  qui  può  dedursi,  col  ragionamento  dell'arti- 
colo 137,  che  k  {x)  ò  una  costante,  la  quale  è  ne- 
cessariamente nulla.  Ne  segue  che  g  [x]  è  pure 
nulla,  e  quindi  che  g  [x]^  e  per  conseguenza  e^^^\ 
e  costante.  Indicandone  il  valore  con  (7,  si  ha 
dalla  (13): 


X 

e  quindi: 


0  .r  (i-^)/'^ 


sen^       ^ 
lim =  C. 

x=Q       X 


Ma  dalla  (1)  segue  che  questo  limite  è  1  ;  quindi 
C=:l,  e: 

X 

sen^==a;    il'      1 -\e     ^- ^  ^^    U  - -vtt,  • 

/,=  -ooV  r.h)  u=\\  r.-h^l 

1 74.  Come  secondo  esempio,  costruiremo  la 
funzione  intera  c^  ^  "^  di  cui  Weierstrass  fece  la  base 
della  teoria  delle  funzioni  ellittiche.  Essa  ha  le 
proprietà  seguenti  : 

a)  E  dispari; 


*  Scriveremo  con  Weierstkass  n  x,  ì:x,px,  contraria- 
mente all'uso  comune  di  porre  tra  parentesi  gli  argomenti 
delle  funzioni. 
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h)  Ha  le  radici  semplici: 

2  m  oji  -|-  2  w  Wg, 

dove  m  ed  n  possono  prendere  tutti  i  valori  in- 
teri positivi,  nulli  0  negativi,  ed  w^,  Wg  sono  due 
quantità  il  cui  rapporto  non  è  reale; 


Fig.  4, 


cj  La  sua  derivata  prima  lia  il  valore  1  nel- 
l'origine, e  la  sua  derivata  terza  s'annulla  nel 
punto  stesso;  "^ 

d)  Essa  soddisfa  identicamente  alle  seguenti 
relazioni,  dove  vj^,  r^r^  sono  due  costanti  dipendenti 
da  wj,  ojg: 

nix -^2 w^)  =  -  é"-''^^ 7 0?,  (7  [oc  -I-  2 Wg)  =  -  e^nz^QX.  (1) 


*  È  quasi  inutile  rammentare  che  tutte  le  derivate  d'or- 
dine pari  di  7  a-,  essendo  funzioni  dispari,  s'annullano  nel- 
r  origine. 

VlVANTI.  13 
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Vediamo  anzitutto  se  la  <y  c'T  è  una  funzione  della 
prima  classe. 

Se  si  descrivono  i  parallelogrammi  aventi  ri- 
spettivamente i  vertici  dz  2  03j  rh  2  wg,  =h  4  wj  ±  4  W3, 
rt  6  f)i  dz  6  Wg,  ecc.,  tutte  le  radici  della  ^  x  diverse 
da  zero  si  troveranno  sui  perimetri  di  questi  pa- 
rallelogrammi, e  precisamente  8  su  quello  del 
primo  t:^,  16  su  quello  del  secondo  t.^^  24  su  quello 
del  terzo  ttj,  ecc.  Indichiamo  le  prime  con  a^i 
«12, . . . ,  «18;  le  seconde  con  «211  ^?2i  •  •  •  >  <^2ii6  ?  1® 
terze  con  «3,1,  «3,2, . . . ,  «3,241  ecc.  Detta  M  la  mas- 
sima, m  la  minima  distanza  dell'origine  dal  perime- 
tro di  TTi,  avremo  per  tutti  i  valori  che  può  pren- 
dere r  nelle  singole  formolo: 

M^  I  air  I  ^w, 
2ilf^  I  a2r  1  ^2w, 
3i¥^  I  «Sr  I  ^3  w, 


quindi  in  generale,  indicando  con  a  un  numero 
positivo  qualunque  e  con  k  un  numero  intero  po- 
sitivo : 

1      ^  _}_     ^     1_ 

^«  M"  ~  I  «Z,-r  h  ^  /^"^  W«'  ' 

e  sommando  da  r  =  1  ad  r  =  8  Z;  : 

%k  8^       1  8  A; 


ossia  : 


^«if«      r=i|  a;fcr!«      A;«m« 


8       1         8$       1  8      1 


J[f«  A;«-i      r=i  I  akr  |«      m«  A;^ 
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Se  facciamo  variare  ^'  da  1  ad  oo  e  sommiamo 
le  relazioni  corrispondenti,  avremo  come  termine 
di  mezzo  la  somma  delle  potenze  —  a  dei  moduli 
delle  radici,  somma  che  colla  notazione  usuale  po- 

tremo  scrivere   2 — .  Otterremo  dunque: 

h=i  I  ch  h 

8     ~     1     _^   g      1      ^   8    ~      1 


Ma,  come  si  è  ricordato  nell'artic.   precedente, 

oo      i 

-  — —  è  convergente  sempre  e  soltanto  quando 

a  —  1  >  1,  cioè  quando  a  >2,  quindi  Io  stesso  po- 
co       1 
tra  dirsi  di    2    7——.  Dunque  il  più  piccolo  nu- 

°°       1 
mero  intero  p  che  rende  convergente  -  -, — r-CT  è 

h=i\ch\P-^^ 

2;  cioè  la  t;a?  è  una  funzione  di  prinri  classe  e  di 

genere  due. 

Ponendo  per  brevità: 

2  m  0)^  +  2  n  Wo  =  c/»>,, 


SI  avrà  pertanto: 

ax  =  e^^^)ccn'(i--^]i'""    """",  (2) 

\  Cmn  j 


dove  ^r  (óP)  è  una  funzione  intera  da  determinarsi, 
e  r  apice  apposto  al  segno  n  vale  ad  indicare  che 
le  m,  n  possono  prendere  tutti  i  valori  interi  da 
—  cx)  a  +  oc,  esclusa  però  la  combinazione  m=0, 
n  =  0. 
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Prima  di  procedere  alla  determinazione  della 
g{x\  facciamo  una  osservazione.  Posto,  come  fa 
Weierstrass  : 

si  ha  dalle  (1)    derivando    e   dividendo   per  le  (!) 
stesse  : 

■  U^  +  2  0./,  )=^lx  t-  2  rj,         [h  =z  1,  8),      (B) 
e  di  qui  derivando  ancora: 

p  {x-i-2i')h)--^p  X     ) 

Inoltre  è  facile  vedere  che  '^  x  e  p  x  sono  fun- 
zioni dispari,  g  px  h  funzione  pari. 
Dopo  ciò  si  ha  dalla  (2)  (art.  172): 


.'--  +  -  + ^ 

X        e  IH  il        Cinn        C''mn 


X  I . 

'-vx=o^^[x)~]-^  f  >i'  f-      L     +  -^1 


(5ì 


—  ri  rr.  —  n"  (t\     1- 


(6) 

\V      Ciìin)'         C^ìiuìi 
9  9 


r  (.r)  1  ;^, 


a;''  {.e-  e,m,f 


*  Si  noti  che  ~x  e  px  non  sono  funzioni  intere.  Esso 
sono  funzioni  meromorfe  (v.  più  innanzi),  cioè  non  aventi  a 
{iigj;anza  finita  altre  singolarità  che  dei  poli. 
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essendosi  nelP ultima    somma    compreso   anche  il 

2 
termine  — ^  che  corrisponde  ad  m  =  n=0,  e  quindi 
oc 

tolto  l'apice.  Indicando  per  un  istante  questa  som- 
ma con  S{y),  è  facile  persuadersi  che: 

Six  +  2'k)  =  S{x)     {A  =  l,  8). 

Infatti: 

1 


S{x  \  2  coi)  -■  :^ 


1 


lx-{2{m  -  1)0.1  + 2  nw^)) 


3  ' 


ma,  variando  rn  da  —  e»    a    -f  oo,   anche    m  — 
varia  tra  irli  stessi  limiti,  quindi  può  scriversi: 

S(^  T- 2  o.i)  =  S  ,  ^         ^        ^         -.n-^^i-^»- 

:X  -  ci  w  w,    r  2  II  '-Oo)r 


Analogamente  si  dimostra  che  S{x-{-  20J3)  =  S(a:). 
Segue  quindi  dalla   (7).   tenuto   conto   della  se- 
conda delle  (4): 

g'"{x  ~  2oh)  =  g"'ix)         {h=^\,  3). 

Se  dunque  si  considera  il  reticolo  di  parallelo- 
grammi, i  cui  vertici  sono  tutti  i  punti  Cm,  reti- 
colo che  ricopre  l'intero  piano,  la  g"' [x]  ripren- 
derà lo  stesso  valore  nei  punti  omologhi  dei  vari 
parallelogrammi.  ]\Ia,  poiché  g'"  {x)  è  funzione  in- 
tera, i  moduli  dei  valori  che  essa  prende  entro  un 
])arallelogramma  ammettono  un  massimo  finito  M; 
onde  potrà  conchiudersi  che  in  qualunque  parte 
finita  del  piano  il  modulo  di  g'"  {x)  non  supererà 
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mai  M.  Di  qui  si  deduce  iu  modo  noto  (cfr.  arti- 
colo 187),  che  g'"  {x)  è  costante. 
E  da  osservarsi  inoltre  che,  essendo: 

Q  (__  /p)  ,-^  V ?: 

{^  +  2m  0)1  +  2^0^3)3' 

e  potendosi  porre  —  m,  —  n  in  luogo  di  m,  n 
(giacche  al  variare  di  w,  n  da  —  oo  a  +  oo  anche 
—  m,  —n  variano  tra  gli  stessi  limiti),  si  ha: 

S{-X)  =  -^  7"-^  o  ■     ^        o    '     ,,=    '  S  {X)  ; 
[x  —  2  7n  ojj  —  2  n  o^oj" 

ricordando  pertanto  che  p'  {-  x)  ^  —  p'  x,  si  ha 
dalla  (7)  g'''{-x)^-=-g'"{x). 

Ma  g'"  (x)  è  costante,  quindi  dovrà  essere  ne- 
cessariamente nulla,  e  si  avrà,  indicando  con  J, 
B,  C  delle  costanti  da  determinarsi: 

g''  {X)  =  2  A,       g'(x)=^2Ax  +  B, 
g(x)=:Ax'^-{-Bx  +  C. 

La  (5)  può  scriversi  : 
lx  =  ff'{x)+j^  +  w^^'         J_  (8) 

Se  si  pone  —  a;  in  luogo  di  a*,  è  facile  vedere, 
ripetendo  un  ragionamento  fatto  poc'anzi,  che  la 
somma  del  secondo  membro  muta  di  seguo,  onde 
dovrà  essere,  tenuto  conto  che  'Cx  è  funzione  di- 
spari, g'  {—  x)=  —  g'  {x)^  ossia: 

'-2Ax  +  B  =  -'{2Axi-B), 
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da  cui  5  =  0,  e  per  conseguenza: 

g'(x)  =  2Ax,    g(x)=-Ax~^  C. 

La  (8)  ci  dà  allora: 
1^^-11=24  +  ^2' -^-7-^-— ^-  (9) 

X   \J  X\  C^mn  (CO  —  Cmn) 

,    Noi  porremo: 

sicché  la  (9)  ci  dà: 

t(0)  =  2^.  (IO) 

ì    Ora: 

;                                              (a' X\               <sx.^"x-<^'"-X_ 
^X  =  -Vx=:-y—)= -^  - 

r"  /ri  ff"  ^ 

=  ?^  a;  - '-^  =  ;i-„  +  2  .  (a;)  +  a?^  x2  (a?)  -  — -  , 

a  X  X"  ^  ce 

quindi,  per  la  (6): 

^^  -  2  T  (07)  +  a?'  ^M^)  +  2  ^  + 

e  X 

+  v.r  ^ — 1+^1.     (11) 

Il  primo  membro  può  scriversi: 
."  0  +f,°"'0+fl°"0  +  fT'^Q  +  --- 
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ossia,  rammentando  che: 

(7  0  =  g''  0  =  7'"  0  =  7^>^  0  =  0,  cr'  0  —  1  : 

x^     ^  x^ 


X  X^        ^  X^  ' 

sicché  esso  si  annulla  per  .t  =  0;  e  però,  tenuto 
conto  della  (10),  si  ha  dalla  (11): 

0  =  4^, 

ossia  J.  =  0,  e  g  (x)^  e  quindi  e^(^\  si  riduce  ad 
una  costante.  Indicando  con  D  il  valore  di  que- 
st'ultima espressione,  ed  osservando  che: 

^0+:^<7'0+^(7VO-i-... 
<5X  __  1  !  5!  _ 

X    ~~  X 

x^ 
=  1  +  ^^^0H-..., 

(7  X 

di  modo  che,  per  x  —  0,  —  =  1,  risulta  dalla  (2) 

X 

che  dev'essere  Z>=:1.  Si  ha  pertanto  infine: 

(7^  =  ^n'(l \e 

175.  Il  teorema  di  Weierstrass  è  stato  gene- 
ralizzato in  vari  sensi.  Ecco  alcune  delle  ricerche 
a  cui  esso  ha  dato  luogo: 
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Costruzione  d'una  funzione  avente  per  punti 
singolari  essenziali  tutti  i  punti  d' una  circonfe- 
renza, e  i  cui  posti-zero  stanno  nell'interno  di 
questa  ed  hanno  i  loro  punti  limiti  su  di  essa;* 

Costruzione  d'una  funzione  intera  che  in  punti 
dati  prende  valori  prestabiliti;** 

Costruzione  d'una  funzione  hìperìodica  con  po- 
sti-zero dati  avente  un  solo  punto  singolare  essen- 
ziale in  ciascun  parallelogrammo  primitivo;*** 

Costruzione  d'una  funzione  nniforme  cVnn  punto 
analitico  avente  un  solo  punto  singolare  essenziale 
e  infiniti  posti-zero  dati;**** 

Deduzione  del  teorema  di  Weierstrass  come 
caso  particolare  da  un  teorema  piìi  generale  di 
quello  (primitivo)  di  Mittag-Leffler  (del  quale  si 
parlerà  più  innanzi).  *'^**'' 

Sta  in  qualche  rapporto  col  teorema  di  Weier- 
strass, benché  non  ne  costituisca  propriamente  una 
generalizzazione,  il  problema  seguente:  ******  Dati 
due  aggregati  di  valori  reali  o  complessi  J,  By  di 
cui  il  primo  numerabile,  il  secondo  condensato  in 
tutto  il  piano,  costruire  una  funzione  analitica  esi- 
stente in  tutto  il  piano  e  che  per  tutti  i  valori 
della  variabile  che  appartengono  all'insieme  A 
prenda  valori  appartenenti  all'insieme  B. 


*  Picard  144. 

**  Gazzaniga  57. 

***  Appell  2,  Pascal  137,  Cazzaniga  35,  37. 

****  Appell  2. 

*****  Casokati  34. 

******  Staeckel  192. 
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Studio  delle  funzioni  intere. 

1 76.  Sotto  questo  titolo  comprendiamo  una 
serie  di  ricerche,  che  ebbero  il  primo  impulso  da 
Laguerre,  e  che  sono  più  o  meno  direttamente 
informate  all'  idea  di  indagare  se,  e  sino  a  qual 
punto,  sussistano  per  le  funzioni  trascendenti  in- 
tere le  proprietà  note  dei  polinomi.  *  Tali  ricer- 
che trovansi,  in  parte,  esposte  sistematicamente, 
oltre  che  iu  alcune  delle  opere  già  citate  a  pa- 
gina 62,  in  tre  lavori  di  Bassi,  **  Marx,  "^^^  e  Piz- 
zarello.  ^^^^ 

177,  Una  funzione  semplice  è  completamente 
determinata  quando  ne  sono  date  le  radici  ;  quindi 
i  coefficienti  del  suo  sviluppo  in  serie  di  potenze 
devono  essere  funzioni  delle  sole  radici,  ed  anzi 
funzioni  simmetriche  (trascendenti).  La  determi- 
nazione della  forma  di  tali  funzioni  non  offre  al- 
cuna difficoltà. 

Se    nell'equazione    (5)    dell' artic.    172  si    pone 
Vh  ^  p,  e: 

oo        I 
h  =  \   e  II'' 


*  Bassi  8,  9,  10,  Cesàro  39,  40,  41,  Desaint  43,  Hermite 
75,  Laguerre  90;  91,  92,  93,  94,  Pincherle  152,  De  Sparre 
190,  ViVANTi  202,  205,  208,  209,  Witting  218. 

**  Bassi  8. 

***  Marx  108. 

****  Pjzzarello  159. 
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e  inoltre: 

h=\  \         Ch  I 
si  ha: 

a^  +  2a.ix-\'^a-^x--ì-  ...--{i  -f«i^+2rt.>^"  + •••) 
(sp+i  xP  +  Sp4-2  a'P+i  +  Sp+3  xP-^-  +  ...), 

(ìa  cui: 

(7i  =  «2  =  •  •  •  =  ^1»  ==  0, 
(p  -f  1)  ^i»+l  =  —  Sp+1,  (p  -f  2)  a2>+2  =  —  5i,+2, . . . , 

(2  p  +  1)  a2p-\-\  =  —  S2i)+i, 

(2  2?  ~  2)  a2i)+2  =  —  S2p+2  —  Sp^\  apJrh 

(2p-f3)a2p+3  = 

=  —  52/7+3  —  Sp+2  ap+1  —  Sp+1  flf2>+-  —  ...,..., 

oquazioui  che   permettono  di  determinare  succes- 
sivamente tutte  le  ah . 

1 78.  Se  alla  variabile  complessa  x  si  applica 
ima  sostituzione  lineare  intera  : 

x  =  Aij  +  B,  (1) 

ogni  funzione  intera  di  rango  p  (art.  171)  si  muta 
in  una  funzione  della  stessa  natura. 
Sia: 

P         x^ 

f  (x)  =  e9i^)  x-^   n   (  1  -  -ì  6^-1  ^         (2) 
una  funzione  di  rango  p.  sicché    ^    — -n  è  asso- 
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latamente  convergente,    -    non  lo  è,  e    a  (x) 

^         h=i  ch  ?'  5       .y  \  / 

e  un  polinomio  di  grado  non  superiore  a  p.  Me- 
diante la  sostituzione  (1)  la  (2)  si  muta  in  una 
funzione  intera  o  (y)  di   ?/,   le   cui   radici  saranno 

.-     (/i  r=  1,  2, . . .)  e j-,  le  prime  semplici, 

r  ultima  m-upla.  Possiamo  dimostrare  che  delle 
serie  : 

CX)  1  00  1 

V  V 


//= 


1  (c-k  -  B  Y'''  '        A=i  irn    -BV  ' 


dove  si  deve  ritenere  escluso  il  termine  r-esimo 
se  fosse  eventualmente  B  =  Cr ,  la  prima  è  asso- 
lutamente convergente,  la  seconda  no. 

Anzitutto  invece  di   queste   serie  ò  indifferente 
considerare  le  altre: 


~  1 


7.:^l    (ch  -  B)P^''  />=1  {Ck    -  B)P     ' 

Presa  ^  ad  arbitrio,  ma  minore  di  1,  può  sem- 
pre trovarsi  un  numero  n  tale,  che  per  ogni  //  >  n 
sia: 

Ch    1 
si  ha  allora,  per  gli  stessi  valori  di  Ji  : 

\Ck\{l~^)<\Ck\-\B\r^ 

^\ch-B\r^ch  \  +  \  B\<\ch\{[  -1-^), 
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e  quindi,  designando  con  q  un  numero  qualunque 
maggiore  di  n  : 

h=n+l  I  ch  U^+i      ^  ^       /.-.-fi  i  ch  -  B  l^'+i  ' 

?  1  ^^1 

V         V^  <^  ([  ^  7)pf  1     2:     ^^-  —  , 

h^n^i  Uh\f'  A=n+i  Ica  -^l** 

relazioni  che  dimostrano  l'asserto. 

La  funzione  'f  {y)  è  dunque  di  genere  p,  e  però 
la  sua  espressione  è: 

\  B  I     h-\  \        Ch  —  Bl 

Si  ha  quindi  : 

e  però  l'espressione: 

ha  valore  1.  Xe  segue  che  /(//)  e: 

,{A  y  ,-  B)  -r-^ -^  ^_  -|--_:-.^  -(cT-^)?]  ^'^^ 

differiscono  soltanto  per  una  costante.  Adunque 
/  (//)  è  di  grado  iio-i  superiore  a  ;;,  e  -^  (?/)  è  una 
funzione  di  rango  p. 
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179.  Se  in  particolare  5  =  0,  allora: 

o  (y)  =  e^^y)  2/»^   n    (l  —  ^ì  eJ^^  ^^' 

sicché  si  trova  immediatamente,  a  meno  d^una  co- 
stante additiva: 

l{y)=^g(Ay). 

.  Si  vede  pertanto  che:  La  sostituzione: 

x  =  Ay-\-B,  (1) 

dove  B  =1=0,  non  trasforma  in  generale  iperp>0) 
lina  funzione  semplice  di  genere  p  in  una  funzione 
della  stessa  natura;  invece  la  sostituzione: 

x  =  Ag 

muta  una  funzione  semplice  in  una  funzione  sem- 
plice. 

Per  p  =  0  la  sostituzione  (1)  muta  una  funzione 
semplice  in  una  funzione  semplice,  qualunque 
sia  J5. 

Per  p  =  1  esistono  infiniti  valori  di  B  per  cui 
la  (1)  ha  questa  proprietà.  Facciamo  infatti  nel- 
l'espressione (3)  dell'art,  prec.  g{x)  =  ()  e  ?5  =  1  ; 
avremo  che  l(y)  e: 


1  M2/-f-^  Ay    \ 

i=\  \      ch  ch  —  B  ) 


differiranno  tra  loro  per  una  costante.   Ma  que- 
st'  ultima  espressione  può  anche  scriversi  : 


B-.\   Ajl       Lì, 

A=l  ich  (Ch  —  B)        Ch  J 
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e  quindi,  perchè  l  (y)  si  riduca  ad  una  costante, 
jB,  supposta  diversa  da  zero,  deve  soddisfare  all'e- 
quazione : 

y.  =  0 

A=i  ch  {ch  —  B)       ' 

ossia  (v.  art.  172,  form.  (5))  dev'essere  radice  di 

180.  Se  due  funzioni  intere  sono  tali.,  che  i 
coefficienti  corrispondenti  dei  loro  sviluppi  sono 
coniugati,  anche  le  loro  radici  sono  coniugate. 
Sia: 

f{x)=  ^  ah  x^ 
h=o 

una  funzione  intera,  x  =  b-t-ic  una  sua  radice. 
Sostituendo  in  luogo  di  x  la  sua  espressione,  e  se- 
parando le  parti  reale  e  imaginaria,  si  avrà  : 

0  =  P{b,c)i-iQ(b,c), 

dove  P(w,  y),  Q  {u,  v)  sono  serie  di  potenze,  a  coef- 
ficienti reali,  delle  due  variabili  reali  «,  r,  conver- 
genti per  tutti  i  valori  finiti  di  esse.  Ne  segue  : 

P{h,c)  =  0,    Q(b,c)  =  0. 

D'altra  parte,  se,  indicando  con  «V<  la  quantità 
coniugata  di  ah,  nell'espressione- 

f{x)  =  2  a'h  x^ 

h=0 

si  fa  x  =  b  —  i  e,  si  otterrà  evidentemente  : 
J  {b  -  ic)  =  Pib,c)  -  i  Q(b.c)  ^0, 
ciò  che  dimostra  l'asserto. 
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181.  Segue  dal  teorema  precedente  che:  Se 
una  funzione  infera  ha  i  coefficienti  del  suo  svi- 
luppo tutti  reali,  le  sue  radici  sono  reali  o  coniu- 
gate due  a  due. 

lieciprocamente  :  Se  una  funzione  semplice  di 
i.*  classe  ha  le  radici  reali  o  coniugate  due  a  due, 
i  coefficienti  del  suo  sviluppo  sono  reali. 

Se  una  funzione  di  2.^  classe  ha  le  radici  reali 
0  coniugate  due  a  due,  i  coefficienti  del  suo  svi- 
luppo sono  reali  quando  il  fattore  esponenziale 
sia  nullo  ed  i  ìiumeri  di  convergenza  corrispon- 
denti a  radici  coniugate  sieno  eguali  (ciò  che  può 
sempre  ammettersi,  dacché  i  numeri  di  convergenza 
dipendono  solo  dai  moduli  delle  radici,  e  due  ra- 
dici coniugate  hanno  lo  stesso  modulo). 

182.  Se  una  funzione  intera  a  coefficienti 
reali  ha  pia  d'una  radice  reale,  tra  due  sue  ra- 
dici reali  consecutive  è  compreso  un  numero  dis- 
pari di  radici  reali  della  sua  derivata  (teorema 
di  ^  Bolle). 

Sieno  \i;  V  due  radici  reali  consecutive  della  fun- 
zione intera  a  coefficieuti  reali  f{cc)\  per  genera- 
lità le  supporremo  multiple  rispettivamente  degli 
ordini  p,  cr.  Avremo  allora: 

f(")  =  f' (-)  =  ...  =  r''.'-"(^)  =  o, 

f(v)=/-'(v)=...  =  ^i.'-l)(v)=0, 

e  quindi  (art.  1 16)  : 

f(x)  =  (^-u.);'  [^f>^''(^)  +  fqP^-V'"+"(:^)  +•■•]. 

f(x)  =  (X  ^  ;)"  [^/•("'(v)  +  ^j-j  fC+'Kv)  +... 


Teoria  generale  delle  funzioni  analitiche.    209 


da  cui: 


f  (X)  =  (a-  -  v)-l  [-^  f  W(,)  + 


+  ^ /■'"+"«  +  ..., 


e: 


pi  p  +  li 

1      <7  —  li  ff  ! 

Si  vede  di  qui  che  ha  un  polo   semplice 

tanto  in  «•  che  in  v,  mentre  evidentemente  essa  è 
finita  in  tutto  l'intervallo  [x  v.  Inoltre,  avvicinan- 
dosi a?  a  !^  dalla  destra,  essa  tende  a  +  (X),  avvi- 
cinandosi a?  a  V  dalla  sinistra,  essa  tende  a  —  <x>. 
Ne  segue  (art.  84)  che  essa,  e  quindi  f'{x)^  si  an- 
nulla neir intervallo  y- v  un  numero  dispari  di 
volte. 

VlVÀNTI.  14 
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È  da  osservarsi,  che  la  dimostrazione  vale  per 
qualunque  funzione  analitica  fC^),  la  quale  sia 
regolare  in  un  campo  contenente  nel  suo  interno 
l'intervallo  [^  v,  e  sia  reale  e  diversa  da  zero  in 
tutti  i  punti  dell'intervallo  stesso,  eccettuati  gli 
estremi,  in  cui  si  annulla. 

183.  Se  una  funzione  intera  f(x)  a  coefficienti 
reali  ha  un  numero  finito  r  di  variazioni^  il  nu- 
mero delle  sue  radici  positive  eroe  minore  di 
r  d^un  numero  pari  (teorema  di  Cartesio). 

Il  teorema  sussiste  evidentemente  per  r  =  0  ; 
quindi  basterà  dimostrarlo  per  induzione  completa. 

Poiché  il  numero  delle  variazioni  è  finito,  esse 
saranno  tutte  comprese  fra  a^  ed  un  certo  coeffi- 
ciente ai,  e  da  questo  innanzi  tutti  i  coefficienti 
avranno  lo  stesso  segno,  che  noi  supporremo  po- 
sitivo. Ne  segue  che,  se  y  è  un  numero  più  grande 
di  tutte  le  radici  positive  dell'equazione  algebrica  : 
i 

7r=0 

f{i)  sarà  positiva;  quindi  le  radici  positive  della 
f{x)  saranno  tutte  minori  di  y,  e  però  il  loro 
numero  sarà  finito.  Indichiamo  tale  numero  con  0; 
saranno  pure  0  le  radici  positive  della  funzione: 

qualunque  sia  il  numero  intero  a.  Pel  teorema 
dell'articolo  precedente  (cfr.  la  fine  dell'articolo 
stesso)  dovranno  essere  almeno  0  —  1  le  radici  po- 
sitive di  ^^a{cc).  Ora: 

^'c.{x)=^^^{cof{x)-^f{co)\ 
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sicché  può  dirsi  che  la  funzione  intera: 

•la  (oc)  =  ccfix)  —  x  f{cc)  =  ?   'h  -  oc)  a;,  oc^' 

ha  almeno  ^J  —  1  radici  positive. 

Supponiamo,  dopo  ciò,  che  nella  f  [oo)  vi  sia 
una  variazione  fra  at  e  at+i.  Fatto  y.  =  t,  confron- 
tiamo la  serie  dei  coefficienti  di  fi^o): 

«0,     «1, . . . ,     at~i,    at,   at+i,     at+2, ...       (1) 

e  quella  dei  coefficienti  di  ^<  {x): 

—  ta^,  —(f -!)«!,. ..,  —at-\,  0,  at+ì,  2at-\-2,...  (2) 

Nella  parte  della  serie  (1)  che  va  da  a^  a  at—i 
ed  in  quella  corrispondente  della  serie  (2)  vi  è  un 
egual  numero  di  variazioni  ;  così  nella  parte  della 
serie  (1)  da  at-\-\  in  avanti  e  nella  corrispondente 
della  serie  (2).  Invece  la  parte  at-i,  at,  at+i 
della  serie  (1)  contiene  due  variazioni  od  una  sola 
secondochè  at—i  ed  at+i  hanno  o  no  lo  stesso  se- 
gno; e  corrispondentemente  la  parte  — at—i,  0, 
at^i  della  serie  (2)  ha  una  o  nessuna  variazione. 
Pertanto  il  numero  delle  variazioni  di  'It  (oc)  è 
r  —  1  ;  e  quindi,  siccome  si  suppone  il  teorema 
verificato  per  r —  1,  sarà  9  —  1  ^  r —  1,  donde 
6  r^  r. 

Il  numero  delle  radici  positive  di  f  (co)  non  può 
dunque  superare  r. 

Osservando  poi  che  per  rr  =  0  il  valore  di  f(oc) 
è  ttQ,  e  che,  al  tendere  di  a?  a  -r  oo,  /"  (x)  tende  a 

=h  «x>  secondochè  a;  ^  0,    si    conclude    facilmente 

che  il  numero  delle  variazioni  e  quello   delle  ra- 
dici positive  hanno  la  stessa  parità. 
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184.  Il  teorema  di  Rolla  assume,  pei  poli- 
nomi, questa  forma  più  precisa: 

Fra  due  radici  consecutive  d' un'  equazione  al- 
gebrica avente  tutte  le  radici  reali  ne  esiste  una 
ed  una  sola  della  sua  derivata. 

Ne  segue  immediatamente  l'altro  teorema: 

Se  le  indici  d^  un'' equazione  algebrica  sono  tutte 
reali^  la  stessa  cosa  ha  luogo  per  quelle  della  sua 
derivata. 

Per  le  funzioni  intere  trascendenti  questa  se- 
conda proprietà  non  è  una  conseguenza  necessaria 
della  prima.  Ma  v'ha  di  più.  ISTè  l'una  ne  l'altra 
proprietà  sussiste  in  generale  per  queste  funzioni. 

Quanto  alla  prima,  si  osservi  che,  se  f{oo)  è  una 
funzione  semplice  di  genere  p  >  1  senza  radici 
nulle,  f  {co)  ha  nell'origine  una  radice  multipla 
d'  ordine  p\  sicché,  supposte  reali  le  radici  di  f(cc)^ 
tra  la  più  piccola  sua  radice  negativa  e  la  più 
piccola  sua  radice  positiva  sono  certamente  com- 
prese p  radici  (coincidenti)  della  f  (x). 

Quanto  alla  seconda,  basta  l'esempio  della  fun- 
zione : 

f(x)  —  e'^'mnx, 

che  ha  tutte  le  radici  reali,   mentre  la  sua  deri- 
vata: 

f  (x)  — =  e^'  [cos  X  Ar2x^Q\ìX] 

ha  la  radice  imaginaria  x  —  0,771 . .  A. 

Conviene  pertanto  studiare  in  quali  casi  le  pro- 
prietà considerate  continuino  a  sussistere  anche 
per  le  funzioni  trascendenti. 

È  ciò  che  faremo  nei  seguenti  articoli. 
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185.  Se  f{x)  è  una  funzione  semplice  avente 
tutte  le  radici  reali^  fra  due  radici  consecutive  di 
essa  non   aventi  segno  opposto  *  è  compresa  una 
sola  radice  di  f  (x). 
Sia: 

Jì  =  l  \  e  il  J 

essendo  le  ch  tutte  reali.  Segue  di  qui: 
f'ix)       m    ,      ~  XP 


f{x)  X  hz=lChP{X  -  Ch) 

Se  H ,  V  sono    due    radici  reali   di    f  (x).    sarà 
quindi: 


aP+1  h=l  C/i  P  (a  —  Ch  ) 

J^    .      I  1 ^0 

vH-1  ^    h=iChPl'^  —  Ch) 

da  cui,  sommando  e  sottraendo: 
m(aP+l-f  vP+l)   ,   ,  ,   °?  1 


aP+lvP+l  ''  /,=lC/,P(u.  — c;,)(v  — C/O 

oo  l 

—  2  2; -— —  0 

h=i  Ch P-^ {y-  —  ch){'^  —  Ch)        ' 

m  {'j-P+i  —  vP+i)  oo  1 

,j,  p+1  vP+1         ^  ^-  /,_i  caP  (tx  -  c/,)  (v  -  Ch)  ~~ 


*  Con  questa  frase  s'include    anche   il   caso  in  cui  una 
delle  due  radici  sia  nuUa. 
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Dall'ultima  equazione  si  ha: 


^  1 


7^=1  Ch  ^(\^  —  Ch)(^  —  Ch) 

in 

(ai'  -j-  jxP-l  V  f  ...  -|-  u.vP-1  +  VP  ),   (1) 


aP+1  vi'+l 


e  sostituendo  nella  precedente: 

~ 1 m 

71=1  Ch P-^  {[f-~ch)(y  —  ch)  ~  2  u.z'-H  vP-hi 

[•j.P+1  4-  v^'+l  —  (a  -|-  v)  {u.P  +  a2>-l  v  •+  .  .  .  -f-  v2'  )]  ^ 
in 

= __  (,j,p-l  .4_  aP-2  V  +  ...+  a  vP-^  -f  vP-1).  (2) 

Supponiamo  ora  w.  e  v  comprese  fra  due  ra- 
dici consecutive  di  f{oo).  Allora  a  — ca  e  v  —  cu 
hanno  lo  stesso  segno  per  tutti  i  valori  di  /?,  e 
quindi  il  primo  membro  della  (1)  per  p  pari,  o 
quello  della  (2)  per  p  dispari,  è  una  quantità  es- 
senzialmente positiva.  D'altra  parte,  se  fico)  non 
s' annulla  nelP  origine,  si  ha  m  =  0,  e  quindi  i  se- 
condi membri  delle  (1),  (2)  sono  nulli;  se  s'an- 
nulla neir  origine,  i^  e  v  sono  necessariamente 
delle  stesso  segno,  e  quindi  il  secondo  membro 
della  (1)  0  quello  della  (2),  secondochè  p  è  pari 
0  dispari,  è  essenzialmente  negativo.  Quindi  l'ipo- 
tesi fatta  è  assurda. 

La  dimostrazione  stabilisce  anche,  pel  caso  in 
cui  f(oo)  non  si  annulla  nell'origine  (m  =  0),  che 
tra  la  più  piccola  radice  negativa  e  la  più  piccola 
radice  positiva  di  essa  non  possono  essere  com- 
prese due  radici  diverse  da  zero  di  f  (oo).  Siccome 
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in  questo  caso  /*'  {x)  ha  una  radice  p-upla  nelPo- 
rigine,  può  concludersi  che  nelV  intervallo  consi- 
derato esiste  0  no  un'altra  radice  di  f  (oo),  secon- 
docile  p  è  pari  o  dispari.  * 

186.  Se  una  funzione  f{x)  di  rango  zero  o 
uno  ha  tutte  le  radici  reali^  e  se  Vesponente  esterno 
è  reale  o  rispettivamente  ha  i  coefficienti  reali^  le 
radici  della  f  {x)  sono  tutte  reali. 
Se: 

°^    (        x\ 
f(x)  =  e^x>'^  lì     1 

h=l  \  Ch  I 

è  una  funzione  di  rango  zero,  essa  può  porsi  (ar- 
ticolo 171)  sotto  forma  d'una  funzione  di  rango 
uno: 


f{x)  =  e 


h=l   \  Ch  ) 


*  Questo  modo  particolare  di  comportarsi  della  fanzione 
neir  intervallo  contenente  V  origine  non  deve  far  meraviglia, 
quando  sì  consideri  che.  mentre  1'  origine  non  è  caratteriz- 
zata da  alcuna  proprietà  speciale  per  rispetto  ad  un  poli- 
nomio, giacche  essa  può  essere  trasportata  in  un  punto  qua- 
lunque mediante  una  sostituzione  lineare,  lo  stesso  non  può 
dirsi  per  rispetto  ad  una  funzione  intera  semplice,  la  quale, 
in  generale,  per  una  sostituzione  lineare  si  muta  in  una  fun- 
zione non  semplice  (art.  179).  —  L'eccezione  deve  cessare 
di  esistere  per  pz=0  e  per  i>=l,  giacché  allora  una  fun- 
zione semplice  può  trasformarsi  mediante  una  sostituzione 
lineare,  arbitraria  nel  primo  caso,  opportunamente  scelta 
nel  secondo,  in  una  funzione  semplice.  Ed  infatti  per  ^^  =  0 
e  per  i?=  lanche  nell'intervallo  tra  la  più  piccola  radice 
negativa  e  la  più  piccola  radice  positiva  della  f  f^x)  è  com- 
presa una  sola  radice  della  f  (x)]  questa  è  diversa  da  zero 
per  p=0,  h  nulla  per  p=ì. 
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sicché  l'espressione: 

f  (ce)  =  e^^+B  x>n  n  fi  -  — ì  /'  (1) 

h=l\  Chi 

rappresenta  una  funzione  di  rango  zero  od  uno, 

°°    1 
secondochè  A——    -  —  oppure,  questa  serie  non 

h^lCh 

essendo  assolutamente  convergente,  A  ha  un  va- 
lore qualunque.  In  ogni  caso,    secondo  le  ipotesi 
del  teorema,  A  e  reale,  tali  essendo  le   c%  ^  ed  q 
pure  reale  B. 
Dalla  (1)  segue: 


f(OC)  X  j^-^chiCC'-Ch)' 

Sia   ^  =  a  +  i  p    una    radice    complessa    della 
f  (pc)\  dovrà  essere: 

m       ,     ??  a  4-  i  p 


0  — ^ +  --__- -I-    2 


ossia: 

m  (oc  -  i  p)  ~    (oc  +  ^  B)  (oc  -  c^  -  ^  H 

ed  eguagliando  a  zero  il  coefficiente  di  i: 

^^         mS  ^  -ap  + (oc-C/O  p__ 

_Bf ^„1 ^ 1 

"'^l         a2-|-p2  ;,=i(oc-a)2+    p2j' 

equazione  ohe  può  sussistere  solo  per  S  =  o. 
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1 87.  Se  una  funzione  semplice  ha  tutte  U  ra- 
dici reali  e  diverse  da  zero,  anche  la  sua  deri- 
vata ha  tutte  le  radici  reali. 
Abbiasi  la  funzione: 


f{x)  = 

n(l- 

P        Xk 

Ch) 

doLide 

: 

f(x) 
f{x) 

V                    1 

-XP         ^        J T    . 

h=\  Ch  ^(X  —  Ch  ) 

(i) 

Se 

a?  ^  X  -f.  i  6 

è  una  radice  complessa  di  f  (x)^ 

sarà: 

0  = 

} 

oo 

V 

1 

ZzlCh^i^ 

<'-Ch  +  i  8) 

oo 

a  — 

lC/^i'((oc 

-  Ch  —  i  8 

-chy  +  P')' 

ossia, 

separando 

oo 
a     ^ 

h=\ 

le  parti 

reale  e  imaginaria: 

1 

c;.^((x- 

-Ch^+P) 

oo 

_   2  _ 

k=\  e 

'                    -0 

(2) 

nP~H(^- 

-chV+n    ' 

oo 

1 

'  h=i  chHi^  -  chY -i- n  ^^ 

Supposto  ?=|=0,  dev'essere  per  la  (3): 
o?  1  _ 
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e  quindi  la  (2)  si  riduce  a: 

o?  1  _  ^ 

ài  cu  ^-1  ((a -"cA  )2TP)  ""  ^'  ^^^ 

Ma  le  (4),  (5)  non  possono  coesistere,  perchè  il 
primo  membro  dell'una  o  dell'altra,  secondochè 
p  è  pari  0  dispari,  è  composto  di  sommandi  tutti 
positivi.  Dunque  dev'  essere  S  =:  0. 

188.  Può  aggiungersi  che,  se  tutte  le  radici 
della  funzione  sono  positive,  lo  stesso  ha  luogo 
per  quelle  della  derivata.  —  Infatti,  in  questa  ipo- 
tesi, il  secondo  membro  della  (1)  non  può  an- 
nullarsi per  ce  ^0. 

Per  le  funzioni  semplici  di  genere  zero  questo 
teorema  vale  anche  se  esse  hanno  radici  nulle, 
sicché  può  dirsi  che,  se  nessuna  radice  d'una  fun- 
zione semplice  di  genere  zero  è  complessa  né  nc" 
gativa^  la  stessa  cosa  ha  luogo  per  la  sua  deri- 
vata. —  Infatti  dalla: 

CM==1Lj^    V   L__ 

f{OC)  X  iZl  oc  -  Ch 

si  vede  che,  essendo  le  cu  positive,  non  può  essere 
f  {x)=^0  per  X  negativa. 

Invece,  se  una  funzione  semplice  di  genere  p  di- 
spari, che  si  annulla  nell'origine,  ha  le  altre  radici 
reali  e  positive,  la  derivata  ha  radici  negative. 

In  questo  caso  si  ha  infatti: 

xf(x)  ^,  ^,  1 


/(^)  cl[x-cu) 

Il  secondo  membro  è    finito  per   tutti    i  valori 
negativi  di  a;  ;  ha  il  valore  m  (>  0)   per  ^  =  0,  e 
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tende  a  —  oo  per  lim  :r  =  —  oo.  Ne  segue  che  vi 
sono  valori  negativi  di  x  che  lo  rendono  nullo. 
189.  Se  si  ha  la  funzione: 

f(jc)  =  e^^'-''-^^^'x'"    Il     1 \e^=^''"'\ 

7i=l  \  Ch  ] 

dove  le  ci,  sono  reali^  A  e  B  sono  reali  ed  A  non 
è  positiva^*  ed  r  è  quello  tra  i  due  numeri  p^  p  -r  \ 
che  è  dispari^  la  f  {ce)  ha  un  numero  finito  di 
radici  complesse,  e  gli  argomenti  di  queste  sono 
compresi  negli  intervalli: 

(2X-1)-...  2X-i 

>•  r  U  r—l\ 

.      .X  =  l,2,...,^. 

-(2À-1)-...       -2>.-\^  ' 


In  altre  parole,  se  si  divide  il  piano  in  2  r  spazi 
angolari  eguali  mediante  raggi  uscenti  dall'  ori- 
gine, uno  dei  quali  sia  l'asse  reale  positivo,  e  se, 
partendo  da  questo  in  ambi  i  sensi,  si  assegna  un 
numero  d'ordine  progressivo  a  ciascuno  degli  spazi 
accennati,  le  radici  complesse  potranno  trovarsi 
soltanto  negli  spazi  portanti  numero  pari. 

Inoltre  fra  due  radici  consecutive  di  f{x)  non 
aventi  segno  opposto  è  compresa  una  sola  radice 
(reale)  di  f'{x). 


*  Desaint  (43),  che  dà  un  teorema  dì  cui  il  presente  è 
una  generalizzazione,  dice  erroneamente  che  A  deve  essere 
positiva. 
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PoDiamo  : 

r  ^  ;j  4-  1  -  £, 

dove  £  vale  0  od  1  secondochè  p  ò  pari  o  dispai-: 
Avremo  : 

^'(^)     -{r-\~\)Ax-^rB  + 


Ora: 

x^  (  X  Y  1 


(-T  — 

\ch  I  Oh  '-^ 


ch P{x  -  ch )       \ch  I  ch  '-1  (X  —  Ch )  ' 
inoltrai  per  ambi  i  valori  che  può  prendere  s: 


quindi  : 
\ch  !  Oh*'- 


\Ch  }  Ch 


'     +  ' 


•^  {X  —  Ch  )         Ch  '—1  {X  —Ch)  Ch''' 

e: 

x'-^f(x)      ^         ^  ^    x^    ^ 

°?  r        1  1  ] 

Sia  x==  0  (cos  0  -f  i  sen  6)  una  radice  complessa 
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di  f  (x)  ;  sarà  : 

0  ^  (r  +  1)  ^  p  (cos  6  +  i  sen  6)  -f 

m 
~\-  r  B  -\ (cos  r  9  —  /  sen  r  Q)  -f 


+ 


•^    r        e  cos  0  —  e;»  —  ^  p  sen  0         ^  _    1    1 


ed  eguagliando  a  zero  il  coefficiente  di  /: 

iti 
(r  -f  1)  ^  p  sen  0  —  —  sen  r  6  — 

°?  1 

-  •  ^^^  ^  jti  ch '-K?'  +  <'h  -2pch  cos  6)  ^ ^'  ^^' 

da  cui: 

senr  9 


sen  0 


L  7t=i  c/i  *^-Hp  +c  A  —2pch  cosO)J  ?Al  ' 

quindi,  tenuto  conto  che  A  è  negativa  e  che  r  —  1 
è  pari: 

sen  r  6 


sen  0 
Cioè: 


<0. 


Se      0<0<r.     (2X  -  1)  — <0<2X  — , 

r  r 

seO>6>-::,     _(2>  — D— >0>-2X  — 
dove  X  denota  un  numero  intero  qualunque. 
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Scriviamo  la  (3)  così: 

sen  r  0 p»'+i 

sen  0  m   ' 

(love  L  h  una  quantità  positiva;  osaia: 

. ,  m  sen  r  0  , ,. 

Per  p>2,   I  al  >  2,  si  ha: 

P   f    \ch\<9\ch\, 

quindi  : 

pM-c^A-f  2p|cA|<p-c2/,, 

donde,  a  maggior  ragione  : 

f  +  c^h  —  2pch  cos  0  <  p2  c^},  , 
e: 

;i=i  a  »*-^  (p2  +  c^A  ~  2  p  a  cos  6)      p'^  A=i  e;,  ^+»  ' 
da  cui: 

1      00  I 

L>Ar  2 


dove  la  serie  che  figura   nel  secondo  membro  è 
assolutamente  convergente. 
Inoltre  : 


sen  r  0  I  ^  1 ,      |  sen  6  |  ^  sen  — , 
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quindi  dalla  (4)  : 

mf  1 

oo  1  Z 


r+1 


sen 


ossia: 


;*=i  ch'^'  r 


< 

TT       OO  1 

sen —   2 

r  h=i  Ch^'^^ 


Di  qui  segue,  per  r  >  1,  che  i  moduli  delle  radici 
complesse  di  f  {x)  sono  tutti  inferiori  ad  una 
quantità  finita  e  determinata,  e  quindi  che  il  nu- 
mero di  tali  radici  è  finito. 

Infine  è  facile  vedere  che,  quando  x  varia  in 
senso  crescente  tra  due  radici  consecutive  dìf(x) 
non  aventi  segno  opposto,  il  secondo  membro  della 
(1)  passa,  sempre  decrescendo,  da  -r  oc  a  —  <x>. 
Ne  segue  che  nell'intervallo  considerato  è  com- 
presa una  sola  radice  della  derivata. 

Per  r  =  1  la  (2)  si  riduce  a  : 

sen  0  [ 2  ^  ?  -  -  -  p  2    ,  ,     ,    \- ]  zzzQ, 

equazione  che,  per  essere  A  <  0,  non  può  essere 
soddisfatta  se  non  per  sen  0  =  0.  Dunque,  se  p  =  0 
0  se  p  =  ì^  la  derivata  non  ha  radici  complesse. 

Un  altro  caso,  in  cui  le  radici  della  derivata 
sono  tutte  reali,  è  quello  di  m=0.  Infatti  allora 
il  primo  membro  della  (2)  si  riduce  a: 

psenofcrT  1)^~?      ,.  m2  >    ^ ^— ^ì^ 
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che,  per  p  >  0,  non  può  essere  nullo  se  non  quando 
sen  0  =  0. 

190.  Il  teorema  poc'anzi  dimostrato  stabilisce 
soltanto  una  restrizione  riguardo  al  numero  ed 
agli  argomenti  delle  radici  complesse  della  deri- 
vata; esso  però  non  ci  assicura  dell'esistenza  di 
funzioni  della  natura  considerata,  la  cui  derivata 
abbia  effettivamente  radici  complesse.  A  togliere 
ogni  dubbio  su  questo  punto  valga  il  seguente 
esempio. 
Si^  Yb  725  ••  •   ^^^    successione   indefinitamente 

°°      1 
crescente  di  numeri  positivi  tali  che    ^    sia 

convergente  soltanto  per  s  ^  3.  Costruiamo  la  fun- 
zione semplice  di  genere  2  avente  la  radice  dop- 
pia 0  e  le  radici  semplici  db  Yi,  rfc  Y2i  •  •  •  • 

Ji=l  \  fh  I 

Poniamo  x^  =  y^  ^^h  =  h  ;  sarà  : 

y 

n.)  =  ,(.)=,£(i-|-)/* 

da  cui: 
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e» 


Poiché   -    ^— r   è   convergente   pei  soli   valori 

interi  di  t  non  minori  di  2,  9  0/)  è  una  funzione 
semplice  di  genere  uno  avente,  oltre  la  radice  0, 
tutte  le  altre  radici  reali  e  positive.  Ne  segue  (ar- 
ticolo 188)  che  o'  (y)  ha  radici  negative,  e  quindi 
che  f  (x)  ha  radici  puramente  imaginarie. 

191.  I  teoremi  degli  articoli  precedenti  sono 
suscettibili  di  varie  generalizzazioni.  Alcune  si  ot- 
tengono immediatamente  ricordando  (art.  178, 179): 
Che  una  sostituzione  della  forma  x  =  A  y  -r  B 
(trasformazione  dell'asse  reale  in  una  retta  qua- 
lunque del  piano)  muta  una  funzione  semplice  di 
genere  zero  in  una  della  stessa  natura; 

Che  lo  stesso  ha  luogo  per  una  funzione  di  ge- 
nere 1  purché  B  (la  nuova  origine)  sia  radice  della 
sua  derivata; 

Che  una  sostituzione  della  forma  x  =  Ay  (ro- 
tazione intorno  all'origine)  muta  una  funzione 
semplice  di  genere  p  in  una  della  stessa  natura. 

Dopo  ciò  si  hanno  i  teoremi  seguenti: 

Se  le  radici  cV  una  funzione  semplice  di  genere 
zero  stanno  sopra  una  retta  qualunque^  sulla  stessa 
retta  stanno  le  radici  della  sua  derivata. 

Se  le  radici  d^ina  funzione  semplice  di  genere 
uno  stanno  sopra  una  retta  contenente  una  radice 
della  derivata^  sulla  stessa  retta  stanno  tutte  le 
altre  radici  di  questa. 

Se  le  radici  d'una  funzione  semplice  di  genere 
>  1  sono  diverse  da  zero  e  stanno  sopra  una  retta 
passante  per  V  origine.,  sulla  stessa  retta  stanno  le 
radici  della  sua  derivata. 

YlVANTI.  15 
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192.  Se  le  radici  d'una  funzione  semplice  di 
genere  uno  stanno  tutte  sopita  una  retta^  le  radici 
della  sua  derivata  stanno  tutte  dalla  stessa  parte 
di  questa  retta  da  cui  sta  f  origine. 

Possiamo  supporre  la  retta  parallela  all'asse 
(Ielle  quantità  imaginarie,  giacche,  se  non  lo  fosse, 
potremmo  ridurci  a  questo  caso  mediante  un'  op- 
portuna sostituzione  della  forma  x  =  Ay. 

Sia  dunque  ch  =  y-  -f  i  ^h,  e  .-r  =  a  +  ^  ?  sia  una 
radice  della  derivata. 

Dovrà  essere: 

oo  1 

0=    ^ 


h=l  Ch  {X  —  Ch  ) 


?  1 


h=\  [a  +  ^  v;,  ]  ((oc  -  a)  +  i  (3  -  v;,  )]  ' 

donde,  ponendo: 

(.^'  -h  ^\  )  [(a  -  a)'  +  (?  -  ^A  )'l  =  S2;,  , 

segue  : 

.__    ~    (a-iVA)[(a  — !^)-^(f.-V70l 
Arri  O^A 

e,  separando  le  parti  reale  e  imaginaria: 

l^(^~l^)^o-P^i  + '5^2  =  0, 
-  P  [^-  ^0  +  (2  -^  -  0^)  >Sfi  =  0,  (1) 

dove  : 

00        1  <^        V7,  °°      V^/, 
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Moltiplichiamo  la  prima  delle  (1)  per  a^^  la  se- 
conda per  —  a  3,  e  sommiamo  ;  avremo  : 

[a  (a  —  a)  7.2  +  ;,.  a  S^j  S^  -f 

+  [  -  a2  8  -  a  3  (2  a.  -  :c)l  5i  +  '^^%  =  0, 

ossia  : 

0  ancora: 

00  Ta  8  —  v;,  dY 

donde  : 

a  (a  -   a)  <  0, 

relazione  che  dimostra  l'asserto. 

193.  Se  le  radici  d' ima  funzione  semplice  di 
genere  zero  stanno  su  due  rette  parallele,  quelle 
della  derivata  sono  tutte  comprese  fra  le  due  rette- 
Con  una  sostituzione  lineare  possiamo  ridurre  le 
rette  ad  essere  parallele  all'  asse  y  ed  equidistanti 
da  esso;  si  avrà  allora  cn  =  ^n  v-  +  i  'ni,  dove: 

-h  =  rfc  1. 

Se  0?  =  a  -f  è  8  è  una  radice  della  derivata,  do- 
vrà essere: 

00         t  00  1 

0—  ^   —  —  =  :^  -T^ 


7i=l  X  —  Ch        h=l   («  -—  SA  5^)  +  i  (S  —  vh  ) 
==    ?      (a-3/,a)  — i(8-v;,) 
;,=l(a-£;,a)2  +  (8_v;iy' 
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da  cui,  posto  (a  —  in  v)"  -f  (3  -  v/,  f  =  Ih.  : 


oo 


^  ??£/*..  ^       1  ^      v/, 


oo 


Dalla  prima  di  queste   equazioni,   tenuto  conto 
che: 


co 
i  h=l  o"7^   i         hr=i  o^u 


se^rue 


a    : 

—  i  <  1,  relazione  che  dimostra  l'asserto. 


u. 


1 94.  Se  le  radici  d^ima  funzione  semplice  di 
genere  zero  si  trovano  tutte  dalla  stessa  parte  di 
una  certa  retta,  lo  stesso  ha  luogo  per  le  radici 
della  sua  derivata. 

Preso  come  retta  l'asse  reale,  il  che  è  sempre 
possibile,  e  posto  Ch  =  ;m  -[-  i  v^ ,  tutte  le  va  sa- 
ranno dello  stesso  segno,  p.  es.  positive.  Allora, 
indicando  con  x  =  x  -j-i  8  una  radice  della  deri- 
vata, sarà: 

CX)  1  oo  1 

0=  2:  —  —  =  1  A == 

7?=1   X  —  Ch  7i=l  oc  —  {x/,  +  i  (8  —  v/i  ) 

=    V      '^  -  ^h  ~  i  (6  —  v/,  ) 

donde,  posto  (a  —  rxj,  j^  +  (p  —  v;,  y  =  l^j,  : 

a  2  — -  =   :^   -i-li     3  ^   JL^    :^  JlL     (\\ 

■>'>  !>c>i       rivo       —  <s  o     •        vi/ 

7Z=:1  0"A  7/=l  0\  ;,_i    o2;,  j^--^   h^j^  ^    ^ 

Si  vede  di  qui  che  anche  ^  dev'essere  positiva. 
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1 95.  Se  le  radici  d'una  funzione  semplice  di 
genere  zero  si  trovano  tutte  entro  un  angolo  acuto, 
lo  stesso  ha  luogo  per  le  radici  della  sua  derivata. 
Possiamo  supporre  che  il  vertice  dell'augolo  sia 
l'origine,  che  un  lato  di  esso  sia  l'asse  reale,  e 
che  r altro  stia  nel  primo  quadrante;  sarà  allora, 
colle  notazioni   dell'  art.  prec,    [f-h  >  0,    v/j  >  0,    e 

inoltre  il  rapporto  —  sarà  compreso  fra  0  ed  una 

certa  quantità  positiva  finita  l  (coefficiente  ango- 
lare del  secondo  lato  dell'angolo).  Si  avrà  quindi; 

e  per  conseguenza: 

Ji=ì  "^-/i 


ossia  (v.  eq.  (1)  delFart.  prec): 

0  <  —  <  /. 

y. 

196.  Prima  di  esporre  i  pochi  teoremi  noti 
che  si  riferiscono  alla  determinazione  del  genere 
d' una  funzione  intera,  dimostreremo  il  lemma  se- 
guente : 


230 
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Se  Ci,  C2, 
ter  a,  ri,  rg, 
genza^  la  serie: 


sono  le  radici  d'una  funzione  in- 
i  corrispondenti  numeri  di  conver- 


X^'h 


:1  Ch  *'^*  {X  —  Ch) 


(1) 


è  equiconver gente  in  ogni  campo  finito  non  conte 
nente  alcuno  dei  punti  cu . 

Sia  C  il  campo  considerato;  potremo  descrivere, 
col  centro  nell'  origine,  un  cerchio  contenente  nel 
suo  interno  il  campo  G  e  non  passante  per  alcun 
punto  Ch .  Inoltre,  se  p  è  il  raggio  del  cerchio, 
e  se  : 

\ca\<?<\  c?+i  I  , 

potremo  trovare  una  quantità  ^  tale,  che  i  cerchi] 
di  raggio  <?  col  centro  nei  punti  Ci,  C2, . . . ,  c^  sieuo 
tutti  esterni  a  0  ed  interni  al  cerchio  p.  Allora 
il  campo  C  sarà  contenuto  nel  campo  D  racchiuso 
fra  il  cerchio  p  e  i  cerchi  ff,  e  basterà  dimostrare 
che  la  serie  (1)  è  equiconvergente  in  D  perchè 
resti  provato  che  lo  è  in  C. 

Indichiamo  ora  con  m  un  numero  qualunque 
maggiore  di  q  ;  avremo,  per   |  re  |  <  p  : 


00 

h^m  CU  ^''^  (X 


X*"'^ 


V 


Ch 


I  Ch 


ma: 


1-^ 

=^  1  — 

!  ^ 

Ch 

Ch 

^1  - 


1  Cq+1 
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quindi  : 


n=m  Ch  '■^'  {X  —  Ch)\~  p        Ji=zm  I  Ch  '''»+l  |   * 

I  Cg+1  I 

Ora  la  serie    -    r^  è  assolutamente  conver- 

gente  per  tutti  i  valori  finiti  di  x^  quindi  in  par- 
ticolare per  x  =  p;  presa  dunque  ad  arbitrio  la 
quantità  t,  si  può  determinare  un  numero  7i  tale 
che  per  ogni  m  >  n  sia  : 


OO  rVh 

V        _1 ^ 


■m  Ch 


n+l 


'r    \c,+i\ì' 


'Ne  segue  che,  presa  '^  comunque,  si  può  tro- 
vare un  numero  n  tale,  che  per  ogni  in  maggiore 
dì  n  e  di  q  e  per  |  ^  |  <  ?  sia  : 


00  ,  r^Tk 


h=mCh^''^{x  —  Ch) 


<^. 


I  termini   ^    ; r  sono    in  numero   fì- 

7i=l  Ch  ^■'»  [X  —  Ch  ) 

nito  e  costituiscono  una  funzione  (razionale)  finita 
in  tutto  il  campo  D;  quindi  essi  non  influiscono 
sulla  convergenza. 

197.  Se  Ci,  C2, . . .  sono  le  radici  d'una  f un- 
zione intera^  e  se,  posto  \  ch\=  "(h ,  si  ha  : 

i™  vr  (■.'''+! -v'.)=-^ 

essendo  p  un  numero  intero  non  negativo  e  ^  una 
quantità  finita  positiva,  il  genere  della  funzione 
è  p  (teorema  di  De  Sparve), 
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Presa  una  quantità  positiva  6  <  X,  può  trovarsi 
un  numero  m  tale,  che  per  ogni  ìi^m  sia: 

Y;'~  (vA-fi  -  yh  )  >  0. 

Si  avrà  dunque: 


ossia: 


G  Q 

ed  elevando  alla  potenza  p  : 

donde: 

■'U^>■':+P^    C^>-C.'r2pO,..., 
ed  a  maggior  ragione: 

■C+i>P^    C>2pO,..., 
Ne  segue: 


';»+l 
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ed  elevando  alla  potenza  e  sommando: 

P 

< 
(pO) 

ma  la  serie  del  2**  membro  è  convergente,  *  quindi 
lo  è  anche  quella  del  l*'  membro,  e  la  funzione  è 
'//  più  di  genere  p. 

D'altra  parte,  presa  una  quantità  >'•  >  À,  può  tro- 
varsi un  numero  n  tale,  che  per  ogni  h^nsìn: 


P±l\     P±}  P±}  1 

))p    lip  2  ^  J 


Sarà  dunque: 


L   ^  (y«+i  -  V»  )  <  '• 


ossia  : 

X 

Y«+l  <  T»  +  -^1, 
ed  innalzando  alla  potenza  p: 


*  Y.  Cesàro,  Corso  dì  analisi  algebrica,  pag.  142. 
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Ora,  poiché  lini  y/»  =  '^,  si  può  supporre  n  ab- 

h=QO 

bastanza  grande  perchè  per  ogni  h^n  sia: 
si  ha  allora  dalla  relazione  precedente: 


y""       <  Y 


:+"[''+(^)-^e)+'J= 


ossia,  ponendo  per  semplicità  '/.  (2^  —  1)  =  !^: 

'M+1    ^    '»       '      ' 

Allo  stesso  modo  si  avrà: 
e  quindi: 

P        ^     P    \    et 
'^.+2  <  '^n  +  2  .^  .  .  . 

Ne  segue: 


>'—p +  -T1." ^  +  - 


=  7t7[l'4--l^ 
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ma  quest'  ultima  serie  è  divergente,  *  quindi  lo 
è  anche  quella  del  P  membro,  e  la  funzione  con- 
siderata ò  precisamente  di  genere  p. 

198.   Se  f(x)    è  mia  funzione  di  rango  p, 
si  ha: 

mentre  l'espressione: 

f  io) 

non  tende  ad  alcun  limite  finito  al  crescere  inde- 
finitamente di  p. 

Prima  di  dimostrare  il  teorema,  conviene  fare 
un'osservazione. 

f  (^) 

La  funzione  77-v  è  finita  e  continua  su  ogni 

XP  f  {x)  ° 

circonferenza,  col  centro  nell'origine,  non  passante 
per  alcun  posto-zero  di  f{x)\  quindi  per  tutte  e 
sole  queste  circonferenze  ha  un  significato  determi- 
nato il  simbolo: 


?'f{Ù 


I  valori  di  ?  che  sono  moduli  di  radici  di  f  (x) 
formano  un  insieme  A  isolato  ed  avente  il  solo 
punto  limite  cx>;  detto  quindi  B  l'insieme  dei  va- 
lori reali  e  positivi  non  appartenenti  ad  A^  esi- 


*  V.  Cesàro,  op.  cit.,  pag.  118. 
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stono  sempre  infiniti  elementi  di  B  maggiori  di 
un  numero  positivo  \  qualunque  sia  questo  nu- 
mero. Ora  il  significato  della  relazione  (1)  è,  che, 
presa  una  quantità  positiva  c"  qualunque,  può  sem- 
pre trovarsi  una  quantità  positiva  ^  tale,  che  per 
tutti  gli  elementi  p  di  J5  maggiori  di  X  sia: 

E   ovvio    che   analoghe  considerazioni  valgono 
per  r  espressione  (2). 
Sia  la  funzione  data: 

h—l  \  Ch  I 

dove  (/  (oc)  è  un  polinomio  di  grado  non  maggiore 

°°           1  oo         ^ 

di  p,     ^'  -, r-~~  è  convergente  e    -   -     --    -    è 

divergente.  Si  avrà: 

/''  (^)  _  ^^(^  .   1^    .  V       A ^ 

XP  fico)         XP     '^  XP+^      h=l   clix-ck) 

XP    '^  xp+^^~Ci  ,f-^^a:-cn)     ^^=^C 

p 
ossia,  ponendo  g{x)=   ^   hi  x^  : 


XPf{x)       i=iXP+^-i         xP+^ 

+  2 


A=l    ,^+l(^__,;^)       A=l    ,^+1" 
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Prendiamo  un  valore   p  dell' insieme  B^  e  sup- 

poniamo : 

\Cg\<9<\  Cq+1  I 

1 

avremo  (art.  99,  101,  104): 

M^,  =  0        (.— 1,  2,...,rf, 

^:^.=o. 

1 1 

per  /i  :^  ^, 
per  h>q, 

quindi  (art.  100),  tenuto  conto  che  la  serie: 

e  perciò  anche  la  serie    ^   — n, ,  è  equi- 

convergente  sulla  circonferenza  p  (art.  196): 

1^    f'(p)^     vJ--_v    J-==-       I     — ^- 

e  infine,  essendo  lim  q  =  cx>  per  lim  p  -—  oo  : 
hm    M  =  0. 

o=oo  pP/(p) 
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Si  ha  poi: 
f  {ce)  p    ibi     ,    ^^    ,     ^  oo 


XP-^f{x)       i^XV-i        ccr.        ,_o   ^/^(^_^^^y 

Ora: 

^  ì  hi   __  (  0  per  i  r=  1,  2, . . . ,  p  -  1, 
p25-e       /  p^,^  per  ^=^, 

1^  m  ^  (  0    per    p  >  0, 
P^        f  m   per    jo  =  0, 


<(P-^^^)       (     J' 


per    li  >  g, 


quindi,  designando  con  ^  un  coefficiente  nullo  per 
^  >  0  ed  —\  per  p  =  0  : 


°°     1 
Ma  la  serie    ^   —  non  e  convergente,    quindi 


7.=1     -^ 


r(p) 

lim   IVI 7-X7-7  0  non  esiste,  od  è  infinito,  secon- 

^=00       p^-if(p) 

dochè  quella  serie  è  indeterminata  0  divergente. 

E  da  osservarsi,  che  la  relazione  (1)  vale  anche 

quando  in  luogo  di  p  si  ponga  un  numero  intero 

qualunque  maggiore  di  p.  Infatti  una  funzione  di 

rango  p  può  sempre  mettersi  (art.  171)  sotto  forma 

di  funzione  di  rango  maggiore  di  'p. 
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199.  Se  f{CG)  è  una  funzione  intera,  ed  ha 
luogo  la  relazione: 

lim   M-f^  =  0  (1) 

0=00     p'r(p) 

per  ogni  numero  intero  t  non  inferiore  ad  un  nu- 
mero non  negativo   p,   f(x)    è   una  funzione  di 
rango  p. 
Sia: 

f(a^)^e^ix)oon^  u  [i-^]e^^'^\      (2) 


dove: 


oo 

g{x)=    2    bi  Xi  . 

/=0 


Sarà: 

Il    ^ 

Per: 

i  c<?  |<  ?  <  I  c^+i  I  ,    \x\=^Ji^q 

si  ha: 

1  °°     / 

. 1—=   2    c\x-i-\ 

X  —  Ch  1=0     '' 

quindi  : 


7* 


c'ix-ch)       *'=o 
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il  valor  medio  di  questa  espressione  è  il  termine 
dello  sviluppo  indipendente  da  x   cioè: 


c;"(p-c„) 

/      0        per    rjir^f, 

Per  li  >q  si  ha  : 

1 

X~  Ch~ 

°°     -1-1 
—   ^   e,        x^  , 

quindi: 

X''h-^ 

-   1^    e-''-'-'  Xrn^^-i, 

r'^ix-cu) 

e: 

\     ,+t    per    n-^ 
\      0       per    TU  >  f. 

Inoltre  : 

M    ?  i  hi  p*"- 
f-=i 

-^-l=(^+l) /,,+!, 

M 

'^   ==0. 

p^+1 

Quindi  : 
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se,  come  si  può  sempre  supporre  per  l'arbitrarietà 
di  g,  yì  sono  sempre  numeri  m  d'indice  non  su- 
periore a  g  e  di  valore  maggiore  di  t  (il  più  pic- 
colo indice  di  tali  numeri  ò  quello  designato  con 
mt  +  1).  In  yirtù  della  (1)  si  ha  quindi,  per  t^p: 

bt+i  — ^ 


Moltiplichiamo  per  x^+^  e  sommiamo  da  t=^p 
a  ^  =  oo,  avvertendo  che  la  somma  dei  primi  mem- 
bri, essendo  una  parte  dello  sviluppo  di  <7  (^),  ò 
una  serie  convergente  per  tutti  i  valori  finiti  di  oc. 
Avremo  : 


oo  oo 

f=p  t-p 


h     . 


0,  ciò  che  è  lo  stesso: 

oo  oc  >A— 1        ajf+i 

co  Vh  Ti 

7/  =  l    t=p+\  i  c^^  ' 

dove  s'intende,  naturalmente,  che  manchino  i  som- 
mandi  relativi  a  quei  numeri  li  per  cui  rn  ^  p. 
La  (2)  può  scriversi  allora: 

f{00)  = 

P  co         >7,  t  r/,        t 

2  biZ'-  S        S-  ^/  t\     H    ^^ 

^  ^i=0  7,=i  ^=^,+1  ^c//  ^„,    j  I  ^  _  :fl  I  ^i.=i  /.CA* 

A=l  \  Ch  1  ' 

VlVAKTI.  16 
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ossia  riducendo: 


f(a))=:e'=^      x^n   n  [l  ^ —\ek-- 

h=l  \  Ch  I 

sicché  f{x)  ò  una  funzione   di   prima  classe  e  di 
rango  non  maggiore  di  p. 

D' altra  parte,  se  essa  fosse  di  rango  minore  di 
p.  la  (1)  sussisterebbe  (art.  198)  anche  per  ^<;?, 
ciò  che  è  contro  le  ipotesi  del  teorema,  quindi 
f{x)  Q  precisamente  di  rango  p. 

200.  Un  caso  particolare  di  questo  teorema 
è  il  seguente: 

5e,  co?nunqite  x  tenda  ad  infinito  (senza  però 

passare  per  alcun  posto-zero  di  fix)),  -^-7^-  tende 

'      ^^xpf{x)    f 

a  2e)'o^  f(^)  è  tutt'  al  più  di  rango  p- 

201,  Se  f{x)  è  una  funzione  semplice  avente 
tutte  le  radici  reali,  *  /"'  (x)  è  una  funzione  dello 
stesso  genere  di  /"(a?).** 

Siene  di,  d.2, . . .  le  radici  positive  di  f(x)  di- 
sposte in  ordine  crescente  ;   —ex,   —  63, . . .  le  ra- 


*  Od  anche  il  prodotto  di  una  tal  funziono  per  un  espo- 
nenziale come  quello  dell'art.  189. 

**  Il  teorema  della  conservazione  del  genere  probabil- 
mente sussiste,  non  solo  per  tutte  le  funzioni  semplici,  qua- 
lunque sia  la  natura  delie  loro  radici,  ma  anche  per  tutte 
le  funzioni  di  rang-o  determinato.  Però  esso  non  fu  ancora 
dimostrato  in  generale  ;  come  vedremo  più  innanzi,  il  risultato 
più  generale  a  cui  si  è  giunti  sinora  ò  questo:  che,  se  f{x) 
è  di  rango  p^  f"  (x)  è  di  rango  p  0  ì;  +  1.  La  conservazione 
del  rango  fu  dimostrata  da  Laguekre  (92)  pel  caso  in  cui 
la  funzione  considerata  ha  un  numero  finito  di  radici  com- 
plesse. 
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dici  negative  disposte  in  ordine  di  valore  assoluto 
crescente.  In  ogai  intervallo  dh  dh+i  è  compresa 
(art.  189)  una  ed  una  sola  radice  Sh  di  f  (a?),  in 
ogni  intervallo  (—  eh  )  (— -  eh+i)  una  ed  una  sola 
radice  —  fn  .  Oltre  le  radici  Sh  ,  th  la  f  (x)  potrà 
avere  uu  numero  finito  di  radici  comprese  nell'in- 
tervallo —  ^i(/i,  ed  un  numero  pure  finito  dira- 
dici complesse;  tutte  queste  non  influiscono  sulla 
determinazione  del  genere.  Dalle  relazioni: 

djt  <  sii  <  dh+h        eh  <  th  <  eji+i 
segue: 

ocl  ool  ool  col 


h=i  ^p-r^     nz=zi  gP-^"-  h=i  Q^-^'     h-\  f/ 

h                         h  h                          h 

oo       1               30  1                 ^1 

V             --^    V  _.    V 

h  h-j-l                    h 

co       I              e»  J^                  °°         1 

\      Ma,  se  y  è  il  genere  di  /"(^),  le  serie: 

oo          1  oo          1 

V                 V 


h  h 

~    1 

sono   convergenti,  ed   una  almeno  j  delle    ^ 


oo         I  oo  I 


h 


-     —    e  divergente.  ISe  segue  che     ^      ^, ,  e 
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?       1 


-    -~zt:.   sono   convergenti,    e    che  una   almeno 

n 

ex»  ]^  CXI        ]^ 

delle   2    — -,    ^  -—  è  divergente  ;  il  che  dimostra 

fi  h 

l'asserto. 


Funzioni  aventi  un  solo  punto  singoiare 
posto  a  distanza  finita  (C 1  b). 

202.  Se  f{x)  ò  una  funzione  analitica  uni- 
forme avente  un  solo  punto  singolare  e,  posto: 

f{oo)  si  trasformerà  in  una  funzione  di  y  avente 
una  sola  singolarità  all'infinito,  cioè  in  una  fun- 
zione intera  di  y.  Quindi  la  forma  più  generale 
delle  funzioni  aventi  un  solo  punto  singolare  e  ò 

g{ |,  dove  g  denota  una  funzione  intera;  que- 
sta è  razionale  o  trascendente  secondochè  la  sin- 
golarità è  polare  od  essenziale. 

Un  esempio  di  tali  funzioni  ò  la  caratteristica 
(art.  145)  d'un  punto  singolare  isolato. 
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Funzioni  aventi  un  numero  finito 
di  punti  singolari  (02). 

203.    Sieno   Cj,   C2, . . .  yCn   i   punti   singolari, 

^1  (s^)'  s^  (^}  •  •  •  '  ^"  (si::)  i*^  '«■•<' 

caratteristiche;  le  ^  denotano  funzioni  intere  dei 
loro  argomenti.  Se  f(cc)  e  la  funzione  cercata, 
la  differenza: 


)  -  ^.(;^TJ-^-4.^7j  -  •  • -^"(.i) 


f(^ 


è  una  funzione    senza  alcuna  singolarità,  quindi 
(art.  137)  una  costante  C.  Si  ha  dunque: 


f{x)=  2  ghl-^] 

h=l        \X-Ch  1 


a 


Se  uno  dei  punti  singolari,  p.  es.  Cn ,    fosse  al- 
l'infinito,  invece  di    c/nl 1    dovrebbe    porsi 

\00  —  Cu  J 
gn  {X). 

Funzioni  con  infiniti  poli 
ed  un  solo  punto  singolare  essenziale  {Co  a). 

204.  Supponiamo  per  semplicità  che  il  punto 
singolare  essenziale,  il  quale  sarà  l' unico  punto 
limite  dell'insieme  dei  poli,  sia  il  punto  all'infi- 
nito. Si  potrà  costruirò  una  funzione  intera  g  {pc) 
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avente  per  radici  i  dati  poli;  allora,  se  g^  (x)  è 
una  funzione  intera  soggetta  alla  sola  condizione 
che  le  sue  radici  sieno  diverse  da  quelle  di  g  (a?), 
la  più  generale  funzione  che  soddisfa  alle  condi- 
zioni proposte  sarà: 

Un  altro  metodo  per  costruire  la  funzione  f  (x) 
è  .dato  dal  teorema  di  Mittag-Leffler,  di  cui  par- 
leremo tra  poco. 

Le  funzioni  aventi  un  solo  punto  singolare  es- 
senziale all'  infinito  ed  infiniti  poli  diconsi  mero- 
morfe  o  trascendenti  fratte. 


Funzioni  con  infiniti  poli  ed  un  numero  finito 
di  punti  singolari  essenziali  {dh). 

205.  Sia  A  l'insieme  dei  poli,  e  sieno: 

d\t    ^2,  .  .  .  ^  dn 

ì  punti  singolari  essenziali.  L' insieme  A'  non  po- 
trà contenere  punti  diversi  dai  punti  d;  suppo- 
niamo: 

A'  =  (di,  6^25  •  •  •  j  dm), 

dove  in  è  un  numero  eguale  o  minore  di  n.  Po- 
tremo allora  decomporre  l'aggregato  A  in  m  ag- 
gregati Al,  A2, . . . ,  Am  tali,  che  Ai  abbia  il  solo 
punto  limite  di,  A2  il  solo  punto  limite  d^,  > . . , 
Am  il  solo  punto  limite  dm.    Costruiamo  ora  (ar- 
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ticolo  204)  la  funzione  f^  {x)  avente  per  poli  i 
punti  dell'insieme  Ai  e  per  unico  punto  singolare 
essenziale  di,  e  analogamente  le  funzioni  fiioc),..., 
fni{cc)'^  inoltre,  se  rn<n,  designiamo  con  ^i  (^), 
ffo  (^), . .  • ,  ffn-m  (oc)  n  —  m^funzioni  intere  qualun- 
que. La  funzione  cercata  f  (ce)  sarà  allora: 

m  v—ìH        /  1  \ 

f{x)=    ^   fnix)+    2   gk[—~j +C, 

dove  C  è  una  costante  qualunque. 

I  ^ 

I  Funzioni  con  infiniti  punti  singolari  qualunque  (CSc). 

(Teorema  di  Mlttag-Leffler.  * 
206.  Il  primo  che  trattò  il  problema  della 
costruzione  d'una  funzione  avente  date  singolarità 
fu  il  Mittag-Leffler,  il  quale,  partito  nel  1876  dal 
caso  più  semplice  (quello  dell'art.  204),  andò  via 
via  estendendo  il  suo  metodo  a  casi^sempre  più 
generali. 

Noi  cominceremo  coli' esporre  il  teorema  che 
porta  il  nome  di  Mittag-Leffler  per  un  caso  un 
po'  meno  semplice  di  quello  dell'art.  204,  ma  che 
non  offre  alcuna  maggior  difficoltà. 

Supponiamo  che  i  punti  singolari  costituiscano 
un  insieme  avente  per  unico  punto  limite  il  punto 


*  BuccA  33,  Casorati  34,  Cousm  -42,  Frexzel  56,  Gour- 
SAT  59,  Hermite  77,  Krause  86,  Mittag-Leffler  112,  114, 
115,'ni7,'118,  111),  122,  125,  128,  Pincherle  149,  154,  Sche- 
RiNG  185,  YiTALi  201,  AVeterstrass  215. 
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air  infinito.  Tale  insieme  sarà  numerabile,  ed  inol- 
tre i  suoi  punti  potranno  disporsi  in  ordine  cre- 
scente di  modulo,  sicché,  denotando  con  c^,  C2, . . . 
i  punti  singolari  diversi  dal  punto  all'infinito;  e 
che  supporremo  pure  diversi  dairorigine,  si  avrà: 

I  Ci  I  :^  I  C2  I  :^  . . . ,     lim    ch  =  00. 

Supponiamo  ancora  che  sieno  date  le  caratte- 
ristiche gjA- ~|  dei  punti  ch. 

\x  —  Ch  ) 

L'idea  che  si  presenta  più  ovvia  è  quella  di  ap- 
plicare al  caso  attuale  il  procedimento  dell'  arti- 
colo 203,  costruendo  la  funzione: 


gii 

-1         \X  —  Ch  I 


00 

■S   ah\-'^—\+G. 

h- 


Ma  è  chiaro  che  la  serie  scritta  non  sarà  in  ge- 
nerale convergente  per  tutti  i  valori  x  diversi  dai 
valori  Ch .  Il  concetto  di  Mittag-Leffier  consiste  in 
questo:  aggiungere  a  ciascun  termine  della  serie 
un  polinomio  tale,  che  essa  divenga  convergente. 

A  tal  uopo,  presa  ad  arbitrio  una  serie  conver- 
00 
gente  a  termini  positivi    ^    £/?,,   si   osservi   che  la 

funzione  guì 1,  non  avendo  altro  punto  sin- 

\x  —  Ch  ] 

gelare  oltre  ch,  sarà  rappresentata  nell'intorno  del- 
l' origine  da  una  serie  di  potenze  il  cui  raggio  di 
convergenza  sarà   |  c/i  |  ;  sì  avrà  cioè: 

gh\ 1—   ^    ahkcc^'   per    \x\  <\  ch\. 
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La  serie  del  secondo  membro  sarà  inoltre  equi- 
convergente  in  ogni  cerchio  col  centro  nell'origine 
di  raggio  <  |  c/j  |;  potrà  quindi  trovarsi  un  nu- 
mero mn  tale  che  sia  in  tutto  un  tal  cerchio: 

!     oo  ! 

I       2     cihk  X^  I  <  £/i , 
I  A-=m;,  i 

ossia  : 

1        /        1        \         mu-\  I 

' gn  —    2    ahiz x^  \<ih. 

■       \x  —  cu  j        h=\  i 

Dopo  ciò,  preso  un  cerchio  di  raggio  p  col  cen- 
tro neir  origine  non  passante  per  alcuno  dei  punti 
e,  e  supposto  I  c^  I  <  ?  <  1  c^+i  I  ,  si  avrà  per  tutti 
i  punti  di  questo  cerchio: 

«2      r      /      1      \      ìììh—\  l        oo 

7i  =5-1-1   L        \OC  —  Ch}         k=l  J        h^g-\-l 

e  però,  pel  lemma  di  AVeierstrass,  il  primo  mem- 
bro potrà  convertirsi  in  una  serie  di  potenze: 

co 

^      Ard-  X^ 

convergente  entro  il  cerchio  p.  D'altra  parte  l'e- 
spressione : 

7i=lL        \X  —  Ch]  Z-=l  J 

che  è  la  somma  d'un  numero  finito  di  funzioni 
regolari  in  ogni  punto  tranne  in  uno  dei  punti 
^1.  Co, . . .  ^Cq  ^  costituirà  una  funzione  della  stessa 
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natura;  quindi  l'espressione: 

i^W=    ^    \qn\ ~     2    ahkX'^l    (1)    :] 

7i=:l  L        \X  —  Ch  j  7—1  J  I 

rappresenterà  una  funzione  regolare  in  tutti  i  punti 
del  cerchio  p  tranne  tutt'al  più  i  punti  Ci,  C2, ...,  Cq. 
Ora  p  ò  quantità  arbitraria,  e  l'espressione  (1)  è 
indipendente  da  p  ;  quindi  può  concludersi  che  la 
(1)  rappresenta  una  funzione  analitica  regolare  in 
ogni  punto  del  piano  a  distanza  finita,  eccettuati 
tutt'al  più  i  punti  c^,  C2, . . .  Per  vedere  come  que- 
sta funzione  si  comporta  in  un  punto  Cs  ,  basta 
osservare  come,  col  ragionamento  esposto,  si  possa 
concludere  che  la  funzione: 

00        r       /       1        \         mh—'i  1 

=   ^(«)   \gn\ -     ^    akic  x^'l 

7i=l     L        \X  —  Ch  ì  7—1  J 

dove  l'indice  superiore  s  indica  l'esclusione  del 
termine  s-esimo,  è  regolare  in  tutti  i  punti  del 
piano  diversi  dai  punti  Ci,  C2, .  . . ,  Cs-i,  Cs+i, .  .. , 

nìs—l 

quindi  anche  nel  punto  Cs  ;  ora,  poiché    ^    chh  x^' , 

essendo  un  polinomio,  è  regolare  per  ogni  valore 
finito  di  x^  sarà  regolare  in  Cs  anche  la  funzione: 

cioè  ^7^1        — I  sarà  la  caratteristica  della  fun- 
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zione  F{x)  relativa  al  punto  c^.  Pertanto  F{x) 
soddisfa  alle  condizioni  volute. 

Se  4>  (re)  è  un'altra  funzione  die  "soddisfa  alle 
stesse  condizioni,  la  differenza  ^P  [x]  —  Fix)  sarà 
una  funzione  regolare  per  ogni  valor  finito  di  oo^ 
cioè  una  funzione  intera  c/{x)]  e  l'espressione  più 
generale  della  funzione  cercata  sar<à: 

oo    r      /      1      \       i»H-i  1 

a>  (.r)  =    ^      gn —     ^    anh  x^'    +  g  (x). 

j,=i  L      \^ —  Ch  }        A=0  J 

Si  può  adunque  enunciare  il  risultato  seguente: 
Dati  infiniti  punti  c^,  Co,  • . . ,  tali  che: 

\   Ci\  ^\   ^2^  .  .  .  ,  lini    Ch  -^  CK), 

e  date  infinite  funzioni: 

9\\ 1      9À 1-  •  -, 

\X  —  Ciì  \X  —  C2l 

dove  le  g  denotano  funzioni  intere  dei  loro  argo^ 
menti,  è  possibile  in  infiniti  modi  costruire  una 
fimzione  <I*  (x)  regolare  in  ogni  punto  del  piano 
a  distanza  finita  tranne  i  putiti  c^,  Co, . . . ,  ed 
avente  in  questi  punti  rispettivamente  le  caratte- 
ristiche gA ^1,  go\ I,  ...     (teorema   di 

\x  —  Ci/  \x  —  C-iì 

Mittag-Leffler). 

207.  Fra  il  teorema  di  ^littag-Leffler  e  quello 
di  Weierstrass  passa  una  stretta  connessione. 

Supponiamo  che  i  punti  Cj,  C2, . .  .  sieno  tutti 
poli  semplici  col  residuo  1  ;  si  ha  allora  : 


giA = 

\X  —  Ch  )         X    -   Ch 
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e  questa  funzione,   per    i  a;  |  <  |  c/i,  | ,  si  sviluppa 
nella  serie: 


x- 


X-Ch  7.=0    /'+!' 


jindi  la  funzione  cercata  è: 

^{x)=    2 

7i=l 

[      '       + 

X  —  Ch 

mh-1     x^^ 

1 

ào  ,^+1 

- 

h      J 

00 

1    , 

xmn-^c;;'  ' 

h=l 

■  ■1  ■ 

X  —  Ch 

oo 

71=::  1 

o        inf  —  ri. 

+  ff{^r) 


Ora,  se  si  pone  g  (x)  =  l'  (^),  dove   l  (x)   e  una 
funzione  intera,  e: 


rh      xTc 


7l=l  \  Ch  ! 

si  ha  (art.  172),  quando  si  prenda  w/^  =  r/i  : 


fi^ì 


^{x}. 


208.  Passiamo  ora  ad  esporre  le  ricerche  più 
generali  di  Mittag-Leffler. 

Sia  A  un  aggregato  'di  punti  isolato,  e  quindi 
numerabile,  sicché  i  suoi  elementi  potranno  desi- 
gnarsi con  Ci,  C2, . . .  ;  di  più  gli  aggregati  A  e  A' 
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non  avranuo  alcun  elemento  comune.  Può  avve- 
nire che,  togliendo  dal  piano  i  punti  dell'  aggre- 
gato ^4  +  A\  rimanga  una  superficie  tutta  d'un 
pezzo,  ossia  connessa;  come  può  avvenire  invece 
che  questo  aggregato  divida  il  piano  in  due  o  più, 
od  anche  infinite,  parti  separate.  Un  esempio  del 
primo  caso  si  ha  quando  A  è  T  insieme  delle  ra- 
dici d'una  funzione  intera;  un  esempio  del  secondo 
può  costruirsi  come  segue. 

Prendasi  una  successione  crescente  di  valori  po- 
sitivi: 

Ti,  T2,  •  ■ .  (1) 

avente  un  certo  limite  finito  o;  e  poscia,  ordinati 
i  numeri  razionali  compresi  fra  0  e  2  ~  in  serie 
semplice: 

«1,   «3,  •  ■  ■ 

in  uno  degr  infiniti  modi  in  cui  ciò  è  possibile 
(art.  27),  si  ponga: 

Ci  =  Yi  6'^' ,        C.2  =  Y2  e'^'^ , . . .  (2) 

Indicando  con  ui  l'aggregato  dei  punti  e,  l'ag- 
gregato A'  sarà  costituito,  come  è  facile  vedere, 
da  tutti  i  punti  della  circonferenza  di  raggio  p  col 
centro  nell'  origine.  In  questo  caso  dunque  l'aggre- 
gato A  -f  A'  divide  il  piano  in  due  parti  separate, 
l'una  P  costituita  dall'esterno  del  cerchio  p,  l'al- 
tra^ Q  dal  suo  interno  toltine  i  punti  e 

E  da  notarsi  che  nell'esempio  considerato  l'ag- 
gregato A  +  A'  forma  il  contorno  completo  della 
parte  Q,  Infatti  ciascun  suo  punto  appartiene  al 
contorno  di  Q,  giacche  in  ogni  intorno  d'un  punto 
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qualunque  di  A  -f-  A'  vi  sono  punti  appartenenti 
a  ^,  e  inoltre  non  v'è  alcun  altro  punto  del 
piano  che  appartenga  al  contorno  di  Q. 

Ciò  non  avviene  in  tutti  i  casi;  può  accadere 
al  contrario  che  A -\-  A'  non  formi  il  contorno 
completo  di  alcuna  delle  parti  in  cui  esso  divide 
il  piano.  Prendiamo,  per  esempio,  oltre  la  succes- 
sione (1),  un'altra  successione: 

°b    ^2,  •  •  • 

decrescente  e  avente  ancora  per  limite  p,  e  sup- 
poniamo l'aggregato  A  composto  dei  punti  e  de- 
finiti dalle  (2)  e  dei  punti: 

d^=zo,e^e,^        d.^  —  l.^e^^^..,  (3) 

L'aggregato  A'  consterà  come  prima  di  tutti  i 
punti  della  circonferenza  p  ;  e  quindi  A  -{-  A'  di- 
viderà il  piano  in  due  parti:  l'esterno  del  cerchio 
p  toltine  i  punti  (3),  e  l'interno  di  esso  toltine  i 
punti  (2).  Ma  A  +  A'  non  costituirà  il  contorno 
completo  nò  dell'una  nò  dell'altra  di  queste  parti. 
209.  Supponiamo  dunque  dapprima  che  l'ag- 
gregato A  +  A'  non  divida  il  piano  in  più  parti 
separate.  Sia  dato,  oltre  l'aggregato  yl,  un  aggrc 
gato  numerabile  di  funzioni: 

'\xh\  ■^4.4-c-J--       (1) 

dove  ciascuna  delle  g  h  una  funzione  intera  del 
proprio  argomento.  ^ 

*  Se  ch  fosse  il  punto  all'  infinito,  invece   di  <Jh  \ i 

■       \X~Chì 
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Yogliamo  costruire  una  funzione  analitica  che 
sia  regolare  in  tutto  il  piano,  eccettuati  i  punti 
di  ^  -f-  A\  e  che  nei  punti  di  A  abbia  le  carat- 
teristiche (1).* 

L'insieme  delle  distanze  di  un  punto  Ch  dai 
punti  dell'insieme  A'  ha  un  limite  inferiore  non 
nullo  rh  ;  giacchè,  se  esso  avesse  per  limite  infe- 
riore 0,  Ch  sarebbe  punto  limite  di  A\  ossia  ap- 
parterrebbe ad  A'\  e  quindi  (art.  7)  ad  A\  ciò 
che  è  impossibile  perchè  A  è  isolato.  Però  la  suc- 
cessione Pi,  ^25  •  •  •  1^^  P^r  limite  zero.  Infatti,  se 
essa  avesse  un  limite  positivo  <:r,  presa  comunque 
la  quantità  positiva  '^  <  ^,  potrebbe  assegnarsi  un 
numero  m  tale  che  per  ogni  h>m  fosse  c7i>t. 
Allora  l'insieme  dei  punti  Cm+i,  Cm-r2, . . .  non  po- 
trebbe avere  per  punto  limite  alcuno  dei  punti  di 
J.';  ma  d'altra  parte  tale  insieme  ammette  al- 
meno un  punto  limite,  il  quale  deve  far  parte  di 
A':  donde  la  contraddizione. 

Poiché  dunque  lim   p/i  =  0,    noi  potremo  pren- 

Jizoao 

dere  nell'aggregato  A'  infiniti  punti  rf^,  d.^^...  (non 
necessariamente  tutti  fra  loro  diversi)  tali  che  sia  : 

lim  I  Ch  —  cìh  I  =  0. 

Dopo  ciò,  se,  centrando  in  eh,  descriviamo  una 
circonferenza    Ch  contenente   nel    suo    interno    il 


punto  Ch,  la  funzione  Ohl 1,  la  quale  è 

^X  —  Ch  I 


e  re- 


*  È  quasi  inutile  notare,  che  si  passa  da  questo  pro- 
blema a  (quello  più  speciale  dell'art.  206  supponendo  che  A' 
consti  del  solo  punto  all' infinito. 
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gelare    all'esterno   di  tale    circonferenza,    potrà 

quivi  svilupparsi  in  serie  di  potenze   di : 

X  —dh 

9h  ( •  =    2    ahk  {x  '-  dh  )~^. 

\X  —  Chl         ]c=Q 

Ponendo  : 

mie  =  hhh  {ch  —  dh  y^ , 
tale  sviluppo  può  scriversi: 

/      1      \        ^   j     lch~dh\^ 

\X  —  Ch  ì         A.-=0  \  X—  dh  I 


Esso  ò  equicon vergente  all'esterno  di  qualunque 
circonferenza  concentrica  a  Ch  e  di  raggio  mag- 
giore, cioè  per  tutti  i  valori  x  per  cui: 


Ch  —  dì 


-    <^  (2) 


X  —  dh 

essendo  £  una  quantità  qualsiasi  minore  di  1.  Scelta 

quindi  ad  arbitrio  una  successione  di  quantità  po- 
co 
sitive  Si,  £2i  •  •  •  t^li  che    2    z^  sia  convergente,  po- 

tra  trovarsi,  per  ciascun  valore  di  li,  un  numero 
Mh  tale  che  per  tutti  i  valori  di  x  che  soddisfanno 
alla  ctmdizione  (2)  sia: 

S*    ,      (Ch  —  dh  f  I  ^ 

hz=mH  \C0  —  dh  I     \ 

ossia  : 

i     1      \      "X\     icn-dhSl^  ^ 
\x  —  cn  1       /c=o         \  X  -  dìh  j 
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Consideriamo  ora  la  funzione: 

h-i  L      \x—  Ch  1        A=o        \  X  —  dn  I  J 

Se  Xq  è  un  punto  del  piano  non  appartenente 
ne  ad  A  nò  ad  A\  il  limite  inferiore  delle  sue 
distanze  dai  punti  di  A -\-  A'  non  sarà  zero;  giac- 
che, in  tal  caso  Xq  apparterrebbe  ad  A\  oppure 
ad  A"  che  è  contenuto  in  A'.  Potrà  quindi  descri- 
versi un  cerchio  y  di  centro  Xq  non  contenente  nel 
suo  interno  ne  sul  contorno  punti  di  ^  o  di  A'. 
Detto  0  il  limite  inferiore  delle  distanze  dei  punti 
del  cerchio  da  quelli  di  A  +  A\  5  sarà  una  quan- 
tità diversa  de  zero.  D'altra  parte,  siccome: 

lini    i  Ch  —  dh  \  =  0, 

71=00 

può  trovarsi  un  numero  n  tale  che  per  ogni  h^  n 
sia  I  Ch  —  f?/i  I  <  s  5.  Si  avrà  allora  per  tutti  i  punti 
X  del  cerchio  y: 


Ch  —  dh 


<^ 


I    X  —  dh 
e  quindi: 

n-\  l      \x  —  ch  J       1^=0     \  X  —aii  ì  J 

+   ?    l  fef'^^f. 

Il  primo  termine  del  2°  membro  è  una  somma 
d'un  numero  finito  di  funzioni  analitiche  regolari 
in  y;  al  secondo   termine   può   applicarsi  (cfr.  ar- 

VlVAKTI.  17 
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ticolo  206)  il  lemma  di  Weierstrass.  Quindi  F  (:c) 
è  una  funzione  regolare  in  y.  Si  dimostra  poi, 
come  nell'art,  citato,  che  F{x)  ha  la  caratteri- 
stica gh\ 1  nel  punto  cu. 

\x  —  Chi 

Se  <E>  {x)  è  un'  altra  funzione  avente  le  stesse 
proprietà  di  F{x),  la  differenza  <I^  {x)  —  F{x)  sarà 
una  funzione  regolare  almeno  in  tutti  i  punti  del 
piano  non  appartenenti  ad  A'.  Quindi  la  forma 
più  generale  della  funzione  cercata  è: 


1  [^4-^)-"""^-(v=^r 

?i=i  L     \x—chj      ic=o        \  X  —  dh  J 


f  l  ix\ 


dove  l  {x)  denota  una  funzione  che  non  può  avere 
punti  singolari  non  appartenenti  ad  A'. 

210.  Se  F  aggregato  A -'\- A'  divide  il  piano 
in  più  parti  separate,  e  forma  il  contorno  com- 
pleto d'una  di  esse  P,  Tespressione  teste  costruita 
rappresenta  in  P  una  funzione  analitica  che  sod- 
disfa alle  condizioni  volute  e  che  non  può  conti- 
nuarsi fuori  di  quel  campo.  Nelle  altre  parti  del 
piano  essa  rappresenta  altre  funzioni  analitiche. 

211.  Le  ricerche  esposte  possono  considerarsi 
sotto  un  altro  punto  di  vista. 

Sia  data  una  funzione  analitica  W  (.^),  e  sia  1 
l'insieme  dei  suoi  punti  singolari.  L'insieme  1 
sarà  chiuso  (art.  126),  e  però  si  avrà: 

dove  J  è  un  insieme  isolato,  che  sarebbe  nullo 
quando  I  fosse  perfetto.  Noi  non  faremo  questa 
ipotesi.  Poiché  J  è  contenuto  in  i,    J'  sarà  con- 
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tenuto  in  /';  poniamo  dunque: 
r  =  j'  +  K, 

donde: 

Ne  segue: 
ossia,  poiché  J"  è  contenuto  in  J': 

r  =  M(j\  in, 

e  quiudi: 

M{J\  K')-=J'  -\-K. 

Cioè  i  punti  di  iC  appartengono  o  a  J'  o  a  K'. 
Ma  essi  non  possono  appartenere  a  J\  quindi  ap- 
partengono necessariamente  a  Ji';  sicché  K  è  un 
insieme  concentrato. 

Siene  c^,  c^,, . . .  i  punti  dell'insieme  isolato,  e 
quindi  numerabile,  J. 

Applicando  il  teorema  di  Laurent,  noi  potremo 

determinare    la    caratteristica    giA— 1    della 

\X-  Chi 

funzione  data  ^'  {x)  in  ciascun  punto  cu  di  J;  poi 
potremo  costruire  (art.  209)  la  funzione  F{x)  re- 
golare in  tutti  i  punti  del  piano  (o  d'  un  campo 
avente  per  contorno  completo  Z+i^,  ed  avente 

nei  punti  di  J  le  caratteristiche  gn  \ j.   A\- 

\X—  Chi 

lora  la  funzione: 

'^{x)-F(x)  =  9^{x) 
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sarà  regolare  anche  nei  punti  di  J,  e  non  potrà 
avere  altri  punti  singolari  che  i  punti  di  /'. 
Abbiamo  ottenuto  così  il  risultato  seguente  : 
Data  una  funzione  ^  {x)  avente  dei  punti  sin- 
golari isolati^  si  può  costruire  una  funzione  ^  {x) 
la  quale  sia  regolare^  oltre  che  in  tutti  i  punti  in 
cui  lo  è  ^^  {x),  anche  in  questi  punti. 

21  2.  Il  legame  già  rilevato  fra  il  teorema  di 
Mittag-Leffler  e  quello  di  Weierstrass  offre  il 
modo  di  generalizzare  notevolmente  quest'ultimo 
teorema  in  base  ai  risultati  degli  articoli  prece- 
denti. Per  brevità  ci  limitiamo  ai  soli  enunciati  : 
Sia  A  (ci,  C2, . . .)  un  insieme  isolato  tale  che 
A  +  A\  0  non  divida  il  piano  in  più  parti.,  o,  di- 
videndolo, formi  il  contorno  completo  d'una  di  esse 
P.  Può  costruirsi  una  funzione  analitica,  esistente 
rispettivamente  nell'intero  piano  esclusi  i punti  di 
A  -T  A\  0  nel  campo  P,  e  avente  nei  vari  punti 
Ch  degli  zeri  o  dei  poli  di  ordini  prefissi  nn .  "^  La 
espressione  più  generale  di  tale  funzione  è: 


F(x)^l{x) .  n(i-  «'ZLlLfAl,  d.---*r) 
n^\\         x  —  dh  I 


,(l) 


dove  le  dn ,  mn  hanno  lo  stesso  significato  già  ad 
esse  attribuito  (art.  209),  ed  l  {x)  è  una  funzione 
regolare  e  diversa  da  zero,  oltre  che  nel  campo  in 
cui  è  regolare  la  funzione  da  costruirsi^  anche  nei 
punti  di  A. 


*  ììh  è  un  numero  intero  positivo  per  ^ii  zeri,  negativo 
pei  polì. 
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Data  una  funzione  V  (x)  avente  degli  zeri  e  dei 
poli,  si  può  trovare  un'altra  funzione  ^  (x)  rego- 
lare e  diversa  da  zero,  non  solo  nei  punti  in  cui 
^  (x)  è  regolare^  ma  anche  nei  suoi  zeri  e  nei 
suoi  poli. 

213.  Le  proposizioni  teste  enunciate  ci  per- 
mettono di  procedere  più  innanzi  nella  via  intra- 
presa nell'art.  211. 

Abbiasi  una  funzione  W  (.r),  e  sia  ancora  J(ci,  c-i,...) 
l'insieme  dei  suoi  punti  singolari  isolati.  Pel  teo- 
rema di  Laurent  si  avrà,  uell'intoruo  di  cn  : 

rv  [00]  =  gn  [^~~\  -f  A  (^  -  cu  ), 


{X—Chf 


dove  Pn  (oo  —  cn)  è  una  serie  di  potenze  di  oo  —  cn 
convergente  entro  un  certo  cerchio,  che  non  c'im- 
porta di  determinare.  Indicando  con  ^;/i  un  numero 
intero  positivo  qualunque,  poniamo: 

Ph  {o!;  —  cfi)  =  eiio  +  ejii  {x  —  ch)  +-  ehi  {pc  —  ch  Y  h- 
+  . . .  -f  ehph-\  [ce  —  Ch  )P^-^  +  ehpj,{x  —  ch  Y^  4-..., 

quindi: 

^'  [x)  =  gii   1 -h  eho  +  Chi  [x  —  Ch)  -{-,.. -{- 

\X  —  Ch) 

-T  ehph-i{x  —  c/i )^^» -1  r  ehph {x  —  Ch)P''-{' .. .; 
inoltre  : 

L         gh I I  +  ^;»o  +  ehi  (x  —  Ch)  +  .  . .  + 

f  \x-  Chi 

+  ehpH-i  {x  —  Ch)P^-'^  =  ix-  Ch )P*  Al \ 

\x  —  Ch  J 

eiipu  {x  —  Ch  )i"^-\-  .,.  =  {x  -  Ch  )^'"  Qh  {oc  -  Ch  ), 
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dove  fh\ 1  è  una  funzione  intera  di 

\X  —  ChJ  x  —  cit 

priva  del  termine  costante,  e    Qh  {x  —  cji)   è  una 

serie  di  potenze  di  x — cn.  Si  avrà  allora: 

y^  (x)  =z  {iv  -  ch  y>^^  fk  {-^  A  + 

\X  —  ChJ 

-h{x  ~  ch)P^^Qh{x  —  Ch).  (1) 

Noi  vogliamo  mostrare  che  si  può  costruire  una 
funzione,  la  quale  sia  regolare  in  tutti  i  punti  in 
cui  lo  è  W  (ic),  e  inoltre  nell'intorno  di  ciascun  punto 
Ch  coincida  con  W  (x)  non  solo  nelle  potenze  ne- 
gative di  X  —  Ch  (ossia  nella  caratteristica),  ma 
anche  nelle  potenze  positive  sino  ad  un  certo  grado  j 
prefisso  p/i  —  1  ;  0  —  come  può  dirsi  più  breve-  ^ 
mente  —  che  rappresenti  W  [x)  nell'intorno  di  cia- 
scun punto  Ch  con  un^ approssimazione  prefissa. 

A  tal  uopo  si  costruisca  anzitutto  la  F{x)  se- 
condo la  formola  (1)  dell'art.  212,  in  cui  si  sup- 
ponga l{x)  =  1,  nh^=ph'. 

»I!^  1    ich-dh\lc 


Fix)=  n  (i -«''-■  *^y"'A^iM--=*.)   .(2) 
'  '       ^=--1 V  X  —  dh] 

La  funzione  : 

(x~Ch)P'^fh\  \ 
\X—Chj 

sarà  regolare  nel  punto  Ch  o,  tutt'al  più,  avrà  in 
esso  una  singolarità  isolata,  e  quindi  pel  teorema 
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I  di  Laurent  sarà: 

\X  -  Ch  I 


==  'f /.  1  — ^ ì  ^  Bh  {x  —  Ch),  (3) 

\X—Ch  I 


dove  -7ì  I  — ^ —  I  è  una  funzione  intera  di  


\X  —  Ch  J 


X  —  Ch^ 


e  Eh (x  —  Ch)  è  una  serie  di  potenze  di  a?  —  Ch . 
Costruiamo  ora  (art.  209)  una  funzione  B  (x)  re- 
golare dappertutto  dove  lo  è   W  (.r),   e   ayente  in 

cii  la  caratteristica  ojA .  Si  avrà  allora  nel- 

\x  —  Ch  J 

l'intorno  di  cn: 

e  (x)  =^J      ^  A+  Sn{x-  Ch), 

\X  —  Ch  j 

dove  Sh{r  —  cu)  è  una  serie  di  potenze  di  x  -  cu, 
e  quindi,  per  la  (3): 

{x  —  ch)P'^fh\—_ — 

_ ^^)         ''^  =  iè{x)-T,{x-ch\ 

dove  : 

Th  (x  —  Ch)  —  Sh  (oo  —  Ch  )~  Rh{x  -  Ch) 

e  una  serie  di  potenze  di  x  —  cu .  Xe  segue  : 
F{x)  e  (x)  =  {x-  Ch  )P^  fh  i—^]  i- 

+  Fi.v)  Th{x~ch)\ 


264  Parte  seconda. 


ma,  dalla  (2),  risulta  nell'intorno  di  Chi 

F{x)  =z{x  —  ch)^'^  Uh  {x  —  ch  ), 

dove  Uh {x  —  Ch)  è  una  serie  di  potenze  di 
X  —  6'/i ,  quindi  : 

Fix)  0  {X)  ^  ix  --  Ch  )P'^  fk  (-^— ì  + 

\X  ~  Ch  I 
-^{X  —  Gh)^'^  Vh{CC-  Ch), 

dove: 

Vh{x-  ch)=  Th{x  —  ch)  Uh{x—ch) 

e  ancora  una  serie  di  potenze  ài  x  ^  Ch.  Confron- 
tando colla  (1),  si  vede  che  il  prodotto  F{x)S  {x) 
rappresenta  la  funzione  data  W  (x)  coli' approssi- 
mazione voluta. 

214.  Si  è  trovato  che,  se  l'iusieme  Idei  punti 
singolari  d' una  funzione  ^'  (x)  non  è  perfetto, 
se: 

I-i'  +  J, 

può  costruirsi  un'altra  funzione,  che  diremo  ^\\  (ir), 
non  avente  più  alcuna  singolarità  nei  punti  di  j". 
Può  avvenire  però  che  ^l\  (x)  abbia  a  sua  volta 
dei  punti  singolari  isolati  ;  così  se,  come  accade  ii 
generale,  i  punti  di  1'  sono  tutti  punti  singolari 
per  la  W^  (a;),  e  se  I'  non  è  perfetto,  posto  : 

i  punti  di  Ji  sono  punti  singolari  isolati  di  Wj  [x] 
Si  potrà  costruire  allora  una  funzione  ^\  (x)  non 
{:^veiite  più  alcuna  singolarità  nei   punti  di  Jj; 
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così  di  seguito.  Ora  si  domanda:  tale  processo  di 
riduzione  conduce  infine  ad  una  funzione  senza 
punti  singolari  isolati,  ossia  l'insieme  dei  cui  punti 
singolari  è  perfetto? 

Ricordiamo  (art.  76)  che,  se  7  è  uq  aggregato 
chiuso,  esiste  un  primo  numero  ordinale  della  prima 
0  della  seconda  classe  tale  che  7^")  è  perfetto  (o 
nullo),  e  che  si  ha: 

2=    2    (7(/)-I(/+i) )  +  !(«); 

gli  aggregati  IO')  —  J(/+i)  sono  isolati,  e  quindi 
numerabili,  e  sono  quelli  stessi  che  designammo 
già  con   J,  Ji, . . . ,    sicché    possiamo  scrivere  : 

Indichiamo  con  Cqi,  Co2,  ...  gli  elementi  di  J,  con 
C/1,  Cy2, . . .  quelli  di  Jy^  e  prendiamo  ad  arbitrio 
dei  numeri  positivi: 


tali  che 


A =1,2,.. 


(t<^) 


'yh 


sia  convergente.  Se: 

sono  le  caratteristiche  di  U'  [x)  ne'  suoi  punti  sin- 
golari isolati  Coi,  ^02i  •  •  •?  potremo  (art.  209),  facendo 
uso  dei  numeri  Sqi,  ^025  ■  •  •  1  costruire  una  funzione 
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F  [x]  avente  in  quei  punti  le  stesse  caratteristiche, 
e  la: 

sarà  regolare  nei  punti  stessi.  Se  poi: 

g  I    g  {    

sono  le  caratteristiche  di  ^\\  [x]  nei  suoi  punti  sin- 
golari isolati  Cu,  Ci2, . . . ,  potremo,  facendo  uso  dei 
numeri  s^,  £121  •  •  •  >  costruire  una  funzione  F^  (x) 
avente  in  quei  punti  le  stesse  caratteristiche,  e  la  : 

^2  (^)  =■•  '^^  (^)  -  ^1  (^)  =  ^(oc)-  F{x)  -  F,  {X) 

sarà  regolare,  non  solo  nei  punti  Cqi,  Cq2,  . . . ,  ma 
anche  nei  punti  Cn,  C12, . . .  Così  proseguendo,  si 
giungerà  ad  una  funzione: 

e» 

7=0 

la  quale  sarà  regolare  nei  punti  di  ,/,  t/i, . . .  È 
chiaro  poi  che  si  potrà  continuare  lo  stesso  pro- 
cesso finche  si  giungerà  ad  una  funzione: 

yi!a[x)  =  W(ix)—  s  Fy{x), 

la  quale  non  potrà  avere  altri  punti  singolari  che 
i  punti  dell'insieme  perfetto  I^^K 
Resta  a  dimostrarsi  soltanto  che    -   Fy  [x)  rap- 

7<« 

presenta  una  funzione  analitica.  A  tal  uopo  si  os- 
servi che,  come  risulta  dal  processo  svolto  nell'ar- 
ticolo 209,  se  si  considera  un  punto  non  appar- 
tenente ne  a  Jy  né  a  J'y  ,  e  si  prende  un  intorno 
di  esso  non  contenente   punti  di  alcuno  di  questi 
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due  a<^gregati  (ciò  che  è  sempre  possibile),  si  ha, 
per  tutti  i  punti  x  di  tale  intorno: 

e» 

ma    -   ^yh  è  parte  d'una  serie  convergente  a  ter- 

h=l 

mini  positivi,  quindi  è  essa  stessa  convergente  :  in- 
dicandone la  somma  con  vj-, ,  si  ha: 

\FyiX)\<r,y.  (1) 

Ora  Jy  ò  parte  di  /,  quindi  J'y  e  parte  di  1\ 
e  per  conseguenza  di  /.  Se  pertanto  Xq  è  un  punto 
del  campo  in  cui  ^  (r)  è  regolare,  noi  potremo 
prendere  un  intorno  di  questo  punto  non  conte- 
nente alcun  punto  di  I  (essendo  1  chiuso),  e  in 
quest'intorno  sussisterà  la  relazione  (1)  per  ogni 
Y  <  a.  Osserviamo  che  i  numeri  v  <  a  formano  un 
aggregato  numerabile  (art.  62);  sicché  può  stabi- 
lirsi una  corrispondenza  biunivoca  e  completa  tra 
questi  numeri  e  quelli  della  serie  naturale  0, 1,  2,... 
Indichiamo  con  [f-  il  numero  di  questa  serie  che 
corrisponde  al  numero  y,  e  poniamo: 

Fy{x)=:Hu{co),        -i/^V; 

la  relazione  (1)  diverrà: 

i  Hu{a))  j  <o„, 

e  sommando  per  y-  ==  1,  2, . . .  si  avrà  : 

00      j  'co 

s   \Hfc{x)  <  2  e„. 

u=l    I  M  =  l     ' 

La  serie  del  secondo  membro  è  convergente,  per- 
che la  sua  somma  non  è  altro  che  la  somma  della 
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h=l,2y..  oo 

serie     2     s^/^;  quindi  la  serie    ^    Hu{x)  sarà  equi- 

convergente  nell'intorno  considerato,  e,  pel  lemma 
di  Weierstrass,  rappresenterà  in  quell'intorno  una 
funzione  analitica  regolare  nel  punto  Xq. 

Si  dimostra  poi  come  nell'art.  209  che  in  un  in- 
torno d'un  punto  coh  dell'insieme  J  la  differenza: 

oo 


2   H^c(x)-ffohi- ì 

=1  \^  —  cohi 


è  regolare. 

Sia  ora  f>  uno  qualunque  dei  numeri  y,  e  scri- 
viamo ; 

dove  la  lettera  P  posta  a  destra  del  segno  I  nel 
secondo  membro  vuol  denotare  che  dalla  somma 
si  devono  togliere  tutti  i  termini  il  cui  indice  f^-, 
nella  corrispondenza  poc'anzi  considerata,  ha  per 
omologhi  numeri  y  più  piccoli  di  S.  Si  dimostra 
allora,  col  solito  metodo,  che  la  differenza: 


2(/')  Ha  (X)  -  gpA ^-— ì 


è  regolare  nell'intorno  di  cfih. 

Dopo  ciò  risulta  stabilito  che  le  espressioni  tro- 
vate rappresentano  funzioni  analitiche  aventi  le 
proprietà  volute;  e,  in  particolare,  che  ^a{x)  è 
una  funzione  analitica  regolare,  non  solo  in  tutti 
i  punti  in  cui  lo  è  W  (r),  ma  anche  in  tutti  quelli 
dell'  insieme  /. 
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Ricerche  di  Poincaré,  Hadamard,  Borei  ed  altri 

intorno  alle  funzioni  intere.  " 

Teoremi  di  Picard.** 

215.  Si  è  veduto  come  lo  studio  delle  funzioni 
intere  sia,  specialmente  in  alcuni  punti,  tuttora  as- 
sai incompleto.  Colle  sue  pubblicazioni  del  1882  e 
1883,  Poincaré  ha  aperto  una  nuova  via  per  la  ri- 
soluzione dei  numerosi  problemi  che  presenta  la 
teoria  di  tali  funzioni.  I  suoi  concetti,  che  hanno 
un  carattere  nettamente  distinto  da  quelli  che 
informano  le  ricerche  precedentemente  esposte, 
furono  adottati  piìi  innanzi  da  Hadamard,  da 
Borei  e  da  altri,  i  quali  se  ne  valsero  per  giun- 
gere a  risultati   importantissimi.    Però,   e   per  la 


*  Bassi  8,  Borel  IT,  27,  29,  Desaixt  44,  45,  46,  Hada- 
mard 64,  65,  68,  69,  Jeksen  84,  Petersen  138,  Poincaré 
162,  163,  Scraper  183,  Schou  187,  188. 

**  Borel  15,  17,  28,  29,  Cazzaniga  36,  Farkas  53,  Pi- 
card 141,  143,  145,  146,  147,  Scraper  183. 
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grande  complicazioue  delle  dimostrazioni,  che  le 
rende  poco  adatte  ad  essere  accolte  in  un  Ma- 
nuale, e  perchè  parecchie  di  esse  si  fondano  so- 
pra teorie  non  elementari,  come  gli  integrali  cur- 
vilinei, la  formola  di  Stirling,  ecc.,  *  noi  dobbiamo 
limitarci  a  riferire  soltanto  le  definizioni  ed  i 
principali  risultati. 

216.  Le  ricerche  di  cui  abbiamo  ad  occuparci 
si  aggirano  intorno  ai  seguenti  punti  principali: 

Kelazione  tra  il  genere  d'una  funzione  intera  e 
la  rapidità  con  cui  cresce  il  massimo  del  suo  mo- 
dulo al  tendere  di  x  ad  infinito; 

llelazione  tra  il  genere  d'una  funzione  intera  e 
la  rapidità  con  cui  decrescono  i  suoi  coefficienti 
al  crescere  del  loro  indice. 

Con  esse  si  connettono  alcuni  notevoli  teoremi 
dimostrati  da  Picard  sino  dal  1879,  ed  alcune  ge- 
neralizzazioni di  tali  teoremi. 

217.  Il  genere  d'una  funzione  intera  di  prima 
classe  dà,  in  qualche  modo,  una  misura  del  grado 
di  rapidità  con  cui  crescono  i  moduli  delle  sue 
radici  al  crescere  del  loro  indice.  Però  si  è  tro- 
vato necessario  d'introdurre  un  nuovo  elemento 
atto  a  misurare  tale  rapidità  con  maggiore  esat- 
tezza: V ordine  reale. '^'^ 


*  Farebbe  opera  sommamente  utile  ed  interessante  chi 
8Ì  accingesse  a  raccogliere  in  ordine  sistematico  e  a  dimo- 
strare per  via  elementare  i  risultati  a  cui  alludiamo. 

**  Così  detto  in  opposizione  aW  ordine  apparente,  che  si 
definirà  più  innanzi  (art.  219).  Tale  denominazione  è  dovuta 
a  Borel;  Scraper  usa  invece  Konvergenzexponent.,  e  chiama 
Ordntmg  un  numero  che,  almeno  per  le  funzioni  semplici, 
è  il  reciproco  dell'ordine  reale. 
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Sieno  Ci,  C2, . . .  gli  zeri  d'una  funzione  intera,  e 
sia  al  solito  t/^  =  \  ch\' 
I  numeri  reali    positivi   -x    si    dividono   in  due 

classi,  secondochè   l-endono   divergente  0   conver- 

00     i 
gente  la  serie    -    —^.  I  numeri  della  prima  classe 

sono  evidentemente  tutti  minori  di  quelli  della  se- 
conda; quindi  esiste  un  elemento  di  separazione  p 
delle  due  classi,  il  quale  è  unico  e  determinato.  Que- 
sto è  V ordine  reale.  In  altri  termini,  dicesi  ordine 
reale  quel  numero  reale  e  positivo  p  avente  la 
proprietà  che,  qualunque  sia  il  numero  positivo  s, 

00       ]^  °°      1 

-    è  diver«rente  e    -    — i-  è    convergente. 

'7/  •  hi 

Riguardo   alla   convergenza   della    serie      -    — 

hi 
nulla  può  dirsi  in  generale. 

Se  2^  è  il  genere  della  funzione  considerata, 
quando  p  non  è  un  numero  intero  p  h  \\  massimo 
intero  in  esso  contenuto;  quando  p  è  intero/?  può 
essere  eguale  a  p  0  a  p  —  1. 

e» 

218.  8e  f(x)—    -•    anx^^  è  una  funzione  di 
rango  p,  si  ha: 

lim    e-^^^^""'  f{x)  =  0, 

X=CX) 

qualunque  sia  la  quantità  positiva  l. 

Segue  di  qui  che:  Se  M(ì)  è  il  massimo  dei 
valori  assoluti  di  f{fi^  corrispondenti  ai  valori  di 
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X  di  modulo  ?,  si  ha,  per  valori  di  ;  abbastanza 
grandi  : 

Mil)<e^^^\ 

Inoltre  i  coefficienti  di  f{x)  soddisfanno  alla 
relazione  seguente: 

1 
liin  ah  {h  !)^+i  =  0. 

h=oo 

Il  concetto  di  ordine  reale  permette  di  precisare 
meglio  il  secondo  dei  precedenti  teoremi,  almeno 
pel  caso  in  cui  f{x)  e  semplice:  Se  f(x)  è  una 
funzione  semplice  di  ordine  reale  p,  si  ha,  per  ; 
abbastanza  grande,  e  qualunque  sia  la  quantità 
positiva  £: 

Se,  in  particolare,  p  rende  convergente  la  serie 

OO         1 

^  — -  (v.  art.  preced.),  si  ha,  qualunque  sia  la 
h—\  v^ 

quantità  positiva  l: 

219.  Se  la  funzione  f{x)  è  tale  che  per  l  ab- 
bastanza grande  e  per  e  arbitrariamente  piccola 
si  ha: 

i¥($)<e«'+^ 

mentre  vi  sono  valori  di  ;  più  grandi  di  qualun- 


r 
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que  valore  assegnato  per  cui  : 
il/(;)>e£^'-^ 


1 


o'  si  dice  V  ordine  apparente  di  fix). 

ly ordine  apparente  d'una  funzione  non  è  mai 
minore  del  suo  ordine  reale^  né  quindi  del  suo 
rango. 

Se  Vordine  apparente  d'Anna  funzione  non  è  un 
numero  intero^  esso  è  eguale  air  ordine  reale. 

L'ordine  apparente  d' una  funzione  semplice  è 
eguale  al  suo  ordine  reale. 

oo 

Se   f{r)=   -   ahx^^  è   una  funzione   d'ordine 

h=0 

apparente  p\  si  ha: 
l 
V*  I  (Ih  I 

dove  K—{eo')    ?'. 

Se  f{x)  è  una  funzione  d^  ordine  apparente  ?', 
pilo  trovarsi  una  serie  di  circonferenze  (col  cen- 
tro nelVorigine)y  diraggio  indefinitamente  crescente^ 
sulle  quali  si  ha: 

[/■{x)i>e-l-l-+; 

ì  essendo  una  quantità  positiva  arbitraria. 

Se  f{x)  è  una  funzione  semplice  d'ordine  p, 
effi-^)  un  fattore  esponenziale  d^  ordine  apparente 
maggiore  di  e,  la  funzione  e^^^'^f{x)  è  d'ordine 
apparente  maggiore  di  p. 

Se  per  tutti  Ì  calori  di  ;  si  ha: 

VlVAXTI.  18 
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dove  V{1)  è  lina  funzione  positiva  crescente  con 
\f  indicando  con  s  un  numero  maggiore  di  2,  con 
n  il  numero  degli  zeri   di   f{x)  di  modulo  non 

maggiore  di  — ,  si  ha: 


^       F(;) 


Ig(s-l) 


220.  La  somma  di  due  funzioni  di  rango  p 
è  una  funzione  di  rango  p  o  p  -{-  1. 

La  derivata  d'ima  funzione  di  rango  p  è  una 
funzione  di  rango  p  o  p  +  1. 

221.  I  teoremi  che  portano  il  nome  di  Pi- 
card, e  che  furono  da  lui  stabiliti  nel  1879  me- 
diante la  teoria  delle  funzioni  ellittiche,  sono  i 
seguenti: 

Una  funzione  intera  f{x)  prende  nel  piano  tutti 
i  possibili  valori,  tranne  tutt' al  più  uno  solo,  — 
Ossia:  Se  esistono  due  quantità  A,  B  tali^  che  le 
funzioni  intere  fix)  —  A,  f{x)  —  B  non  abbiano 
radici,  f{x)  si  riduce  ad  una  costante. 

Se  esistono  due  quantità  A.,  B  tali  che  le  fun- 
zioni intere  f{x)  —  A^  f{x)  —  B  abbiano  un  nu- 
mero finito  di  radici^  f  {x)  si  riduce  ad  un  poli- 
nomio. 

Hadamard  ha  generalizzato  questi  teoremi  come 
segue : 

Se  f  (x)  è  una  funzione  di  rango  finito^  e  se, 
cp  (^),  'h{x)  essendo  due  polinomi^  le  funzioni: 

f[x)-o{x\    f{x)-^(x) 

hanno  un  numero  finito  di  radici,  f(x)  è  un  pò- 
linomio. 
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Un  teorema,  dovuto  a  Borei,  che  si  può  pure 
considerare  come  una  generalizzazione  dei  teoremi 
di  Picard,  è  il  seguente: 

Se  f  {x)  è  una  funzione  il  cui  ordine  apparente 
è  un  numero  intero  ^,  tra  le  infinite  funzioni: 

^{x)f(x)-'h{x), 

dove  ©  W,  '\  {x)  sono  due  funzioni  qualunque  di 
ordine  apparente  minore  di  p,  ve  n'ha  tutt'al  più 
una  sola  il  cui  ordine  reale  sia  minore  di  p. 


Rappresentazione  d'una  funzione  analitica.^ 

222.  Il  problema  della  rappresentazione  d'una 
funzione  analitica  può  enunciarsi  così:  Data  una 
funzione  analitica  /"M,  il  cui  campo  d'esistenza 
sia  C,  trovare  un'espressione  aritmetica  F{x)  che 
abbia  lo  stesso  valore  di  f{x)  in  tutti  i  punti  del 
campo  C. 

Mittag-Leffler  ha  risolto  la  questione  col  suo 
teorema,  ponendo  però  qualche  restrizione  intorno 
alla  natura  del  campo  (7,  o,  ciò  che  è  lo  stesso, 
intorno  alla  natura  dell'insieme  dei  punti  singo- 
lari della  funzione.  Risoluzioni  affatto  generali  fu- 
rono date  poi  da  Runge,  da  Hilbert,  da  Painlevé, 
e  più  recentemente  dallo  stesso  Mittag-Leffler. 


*  Dell'Agxola  1  òis,  BoREL  16,  BuccA  32,  Hilbert  78, 
Leau  94  bis,  Mittag-Leffler  109  bis,  116,  120,  120  bis,  121, 
123,  124,  125  bis,  Osgood  129,  Painlevé  131,  132,  133,  134, 
135,  Phragmé.v  140,  Runge  182,  Volterra  214. 
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Delle  ricerche  di  Kunge  e  di  Painlevé  daremo 
soltanto  un  breve  cenno,  essendo  le  prime  fondate 
sulla  teoria  degl'integrali  curvilinei,^  le  altre 
trovandosi  esposte  finora  soltanto  per  sommi  capi 
in  alcune  brevi  comunicazioni  nei  Comptes-Rendits. 
223.  Runge  stabilisce  anzitutto  il  seguente 
teorema  : 

Dato  un  campo  P,  connesso  o  no^  e  un  campo 
Q  separato  da  P,  data  inoltre  una  funzione  ana- 
litica f  {x)  il  cui  campo  d'  esistenza  contenga  P, 
può  costruirsi  una  funzione  razionale  che  diffe- 
risca, in  valore  assoluto,  per  me?io  d'  una  quan- 
tità prefissa  <y  da  f{x)  in  tutti  i  punti  di  P,  e  da 
zero  in  tutti  i  punti  di  Q. 

Ciò  premesso,  sia  f{x)  una  funzione  analitica 
del  cui  campo  d' esistenza  faccia  parte  un  dato 
campo  C,  0  che  nell'interno  di  C  abbia  tutt'al  piìi 
delle  singolarità  polari.  Supposto  il  campo  G  fi- 
nito (il  che  non  diminuisce  affatto  la  generalità), 
si  costruisce  con  una  certa  legge  una  successione 
indefinita  di  campi  Ci,  C2, . . .  aventi*  le  seguenti 
proprietà  : 

a)  Tutti  i  campi  C'i,  C2, . . .  sono  interni  a  C; 
h)  Cm  è  interno  a  Gn  ogniqualvolta  m<n; 
e)  Dato  un  punto  x  interno  a  0,  può  trovarsi 
un  numero  n  abbastanza  grande   perchè   Gn  con- 
tenga nel  suo  interno  x. 

Si  formano  poi  le  funzioni  razionali: 


*  Uno  studio  non  inutile,  e  probabilmente  anche  facile, 
sarebbe  rifare  le  ricerche  di  Rungi;  col  metodo  elementare. 
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aventi  la  proprietà  che  fh{r)  differisce  da  f{x) 
per  meno  di  —  entro  Cu.  Allora  l' espressione 
aritmetica  : 

Fix)  -^  9i  (.r)  -h   ?   [?7, fi  (r)  -  (?;,  (0-)]=  lim  9;.  [x] 

h^l  7»  =00 

rappresenterà  la  funzione  analitica  f{x)  in  tutto 
il  campo  C.  Infatti,  preso  un  punto  x  in  questo 
campo,  e  scelta  ad  arbitrio  una  quantità  e-, si  può  tro- 
vare un  numero  )i  tale  che  sia  —  <  ff,    e    ohe    x 

n 

sia  contenuto  nel  campo  Ci  ;  x  sarà  allora  conte- 
nuto in  ot^ni  campo  Cu  per  cui  h^n,  e  si  avrà: 

f{x)  —  9/i  (.r)  '  <  —-  ^  —  <  cr  per  os:ni  h  ^  n, 
Il       n 


quindi: 


f{x)  =  lim  'f/,  (.r), 

h=oo 


e  infine: 

224.  Un  altro  risultato  importantissimo  otte- 
nuto da  Runge  è  questo:  Dato  un  campo  C  sog- 
getto alla  sola  condizione  di  esseì'e  connesso,  esi- 
stoìio  sempre  funzioni  analitiche  aventi  C  po' 
campo  d'esistenza. 

A  tal  uopo  egli  costruisce  in  modo  opportuno 
una  somma  d'infinite  funzioni  razionali  equicon- 
vorcrente  in  ogni  campo  interno   a   C,   e  dimostra 
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che  la  funzione  analitica  rappresentata  da  tale 
somma  ha  per  punti  singolari  essenziali  tutti  i 
punti  del  contorno  di  C. 

225.  Painlevó  e  Hilbert  sono   giunti  a  risul- 
tati analoghi  a  quelli  di  Kunge. 

Essi  hanno  dimostrato  che,  se  C  è  un  campo 
finito,  soggetto  all'unica  condizione  che  il  suo  con- 
torno sia  formato  d'un  sol  pezzo,  e  se  f{x)  è  una 
funzione  regolare  in  0,  si  può  trovare  una  serie 
di  polinomi  equiconvergente  in  ogni  campo  interno 
a  C  e  che  ha  lo  stesso  valore  di  f{oc)  in  tutti  i 
punti  di  0. 

Painlevé  ha  dato  anche  una  rappresentazione 
d'una  funzione  analitica  mediante  un  prodotto  in- 
finito : 

;t=i  Mh  {x) 

dove  le  Lh  (^),  Mh  {x)  sono  polinomi,  e  le  Eh  (x) 
sono  funzioni  razionali. 

Queste  rappresentazioni  hanno  una  grande  ar- 
bitrarietà; ciò  costituisce  da  un  lato  un  vantaggio, 
perchè  degli  elementi  arbitrari  si  può  disporre  a 
proprio  agio  a  seconda  degli  scopi  a  cui  si  tende, 
dall'altra  un  danno,  perchè  essa  sovente  impedi- 
sce di  rilevare  dallo  sviluppo  stesso  le  proprietà 
caratteristiche  della  funzione  rappresentata.  L' ar- 
bitrarietà è  molto  minore  negli  sviluppi  dati  dal 
teorema  di  Mittag-Leffler,  poiché  essa  si  riduce  ad 
una  funzione  indeterminata,  regolare  dappertutto 
dove  lo  è  la  funzione  data,  e  di  più  in  un  in- 
sieme isolato  di  punti  singolari  di  questa;  nello 
stesso  tempo   lo  sviluppo  pone   in   evidenza,  non 
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solo  un'infinità  (numerabile)  di  punti  singolari 
della  funzione,  ma  anche  le  caratteristiche  di  que- 
sti punti. 

226.  Xelle  sue  ricerche  più  recenti  Mittag- 
Leffler  osserva,  che  tanto  nella  teoria  di  AYeier- 
strass  come  negli  ordinari  problemi  dell'Analisi 
(quale  p.  es.  la  integrazione  delle  equazioni  diffe- 
renziali ordinarie)  una  funzione  analitica  è  data 
mediante  un  suo  elemento  (art.  125),  o,  ciò  che  è  lo 
stesso,  mediante  i  valori  di  essa  e  di  tutte  le 
sue  derivate  in  un  punto  qualunque  del  suo  cam- 
po di  esistenza;  sicché  il  problema  che  si  consi- 
dera può  assai  opportunamente  formularsi  così  : 
Data  una   successione  di  quantità   ao,  aj,  «2, . . . 

op     i 

tali  che  la  serie    ^    -naht^  abbia  raggio  di  con- 
h=o  h  ! 

ver  gema  finito  e  diverso  da  zero,  e  dato  un  punto 

e,  trovare  un'  espressione  aritmetica  che  rappresenti 

la  funzione  analitica  f(.x)  generata  dall'  elemento 

°°    1 

2  —ah  {x  -  cy^  in  tutti   i  punti  del   più   gran  * 
7^=0  h,  ! 

campo  in  cui  questa  esiste  ed  è  uniforme. 

227.  Per  risolvere  il  problema,   conviene  ri- 
correre a  qualclie  considerazione  geometrica. 

Prendasi  nel  piano  della  yariabile  complessa  un 
punto  e;  poi  su  ciascun  raggio  l  uscente  da  e  si 
fissi  un  punto  Xi,  per  modo  che  la  distanza: 

\  oci  -  e  \ 

sarà  una  funzione  reale,  positiva  e  ad  un  sol  va- 
lore 'f  Q^)  dell'argomento  À  del  raggio  /. 

Data  la  funzione  o  (a)  per  tutti  i  valori  di  À  non 
minori  di  0  e  minori  di  2  ?:,  si  dice  che  con  ciò  è 
determinata  una  stella  di  centro  e. 
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La  funzione  ^  (À)  può  avere  per  limite  superiore 
cx),  ma  non  può  avere  per  limite  inferiore  0;  quindi 
la  stella  è  una  parte  di  piano  connessa,  finita  od 
infinita,  contenente  nel  suo  interno  il  proprio  centro. 

La  quantità  9  PO  si  dirà  ascissa  della  stella  sul 
raggio  l  d'argomento  '^. 

Abbiasi  una  stella  E  di  centro  e.  Fissato  un  nu- 
mero intero  e  positivo  n,  si  potrà,  per  un  deter- 
minato raggio  /,  prendere  una  quantità  r  abba- 
stanza piccola  perchè  qualunque  cerchio  di  raggio 
r  avente  il  centro  in  un  punto  del  segmento  di  l 
di  lunghezza  {n  —  1)  r  preso  a  partire  dal  cen- 
tro sia  contenuto  in  E.  L'insieme  di  tutti  i  pos- 
sibili valori  di  r  ammetterà  un  limite  superiore  p 
(che  è  funzione  di  n  e  di  À).  Il  punto  del  raggio 
l  che  dista  dal  centro  dì  n  p  rappresenterà  il  va- 
lore complesso  e  +  n  p  e^^-,  e  questa  espressione, 
considerata  come  funzione  di  ^,  definirà  una  nuova 
stella,  che  indicheremo  con  En . 

Se  in  particolare  si  fa  n  =  1,  r  dovrà  esser  tale 
che  il  centro  di  raggio  r  col  centro  in  e  sia  con- 
tenuto in  E;  p  sarà  quindi  il  limite  superiore  dei 
raggi  dei  cerchi  di  centro  e  contenuti  in  E^  e  però 
sarà  indipendente  da  >v,  sicché  Ei  sarà  un  cerchio 
di  raggio  p. 

Può  dimostrarsi  che,  qualunque  sia  w,  En-\-i  con- 
tiene En .  Infatti  divìdiamo  il  segmento  e  d  del 
raggio  l  dì  lunghezza  n  p  in  n  parti  eguali  e  Kj, 
«i  ag, ...,  a,^_i  d,  ed  in  (n  -h  1)  parti  eguali  e  |^|,  Pi  S^,..., 

71 

?>nd;  ogni  cerchio  di  raggio  -^  y--  p  col  centro  in 

un  punto  qualunque    di   e  8«  è  interno   a  qualche 
cerchio  di  raggio  p  avente  il  centro  in  un  punto 
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di  e  ««-1,  e  quindi  è  interno  ad  E.  Ne  segue  che  la 
quantità  r  relativa  al  numero  n  -{-  \  non  sarà  mai 

il 

minore  di  — ,— -  ?,  e  lo  stesso    potrà  dirsi  quindi 
n  +  1 

del  suo  limite  superiore,  che  denotiamo  per  un 
istante  con  p.  Si  avrà  pertanto: 

{n  -r  1)  ?  ^  n  p, 

il  che  prova  l'asserto. 

Finalmente  tutte  le  Eh  sono  comprese  in  E. 
Infatti,  dovendo  il  cerchio  di  centro  e  -f  (n  —  1)  r  e^'- 
e  di  raggio  r  essere  tutto  contenuto  in  E^  starà 
pure  in  E  il  punto  e  -\-  nr  e^^-  che  ad  esso  appar- 
tiene ;  e  quindi  il  punto  e  -{-  n  p  e''^-,  che  è  il  limite 
delle  posizioni  di  questo  punto  quando  ì'  tende  a 
p,  starà  entro  E  o  sul  contorno  di  E. 

Dalla  stella  En  possiamo  dedurre  7i  altre  stelle 
En\-,  Eu2^ . . . ,  Enn  prendendo  invece  di  p,  rispet- 
tivamente le  quantità: 

Pi  =  ^  ?,  H  =  <^-  P,  •  •  • ,  rn  =  2^"  P, 

dove  ot  è  una  quantità  positiva  minore  di  1,  che 
può  dipendere  da  n.  E  evidente  che  tutte  queste 
stelle  sono  contenute  in  En ,  e  di  più  che  Eii,h+i 
è  contenuta  in  Enh. 

228.  Supponiamo  ora  che  una  stella  E  di 
centro  e  contenga  nel  suo  interno  un  campo  finito 
C.  Togliamo  costruire  una  stella  finita  A,  di  cen- 
tro e,  interna  ad  jE^  e  contenente  nel  suo  interno  C. 
E  utile  ricordare,  che  un  campo  M  si  dice  in- 
terno ad  un  altro  N,  quando  può  assegnarsi  una 
quantità  positiva  o  tale  che  tutti  i  punti  di  ogni 
cerchio  di  raggio  5  col  centro  in  qualsiasi  punto 
di  M  appartengano  ad  N  o  al  suo  contorno. 
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Sia  i)  la  stella  di  centro  e  circoscritta  al  campo 
C,  cioè  avente  per  ascissa  su  ciascun  raggio  il  li- 
mite superiore  delle  distanze  dal  centro  dei  punti 
di  questo  raggio  che  appartengono  a  C;  essa  ò 
evideatemente  finita.  Poiché  G  è  interno  ad  E, 
potrà  assegnarsi  una  quantità  5  avente  per  rispetto 
ai  campi  0,  E  la  proprietà  poc'anzi  accennata. 
Sia  inoltre  o  (X)  l'ascissa  della  stella  D  sul  raggio 
/  di  argomento  À,  d  l'estremità  di  tale  ascissa,  E 
il  limite  superiore  di  <?  (A)  (che  è  una  quantità  fi- 
nita), S  il  raggio  d'  un  cerchio  di  centro  e  tutto 
contenuto  entro  E.  Il  cerchio  di  raggio  o  e  di  cen- 
tro d  sta  tutto  in  E^  quindi  lo  stesso  potrà  dirsi, 
per  ragione  di  omotetia,  del  cerchio  col  centro  in 
un  punto  00  del  segmento  ed  avente  il  raggio: 

\cc  —  e 


?(>0 


S. 


Si  descriva  ora   col  centro  in   oo  un  cerchio  di 

8 


raggio  k  ^,  dove  : 


/b  - — 


'+^ 


^e  k^  \  X  —  e  \^  questo  cerchio  sarà  contenuto 
nel  precedente,  e  quindi  in  E.  Se  k>  \  x  —  e  |  , 
si  ha  dalla  relazione  scritta: 

\x-c\+^<S, 
diseguaglianza  la  quale  ci  dice  che  il  cerchio  con- 
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siderato  è  contenuto  entro  il  cerchio  di  centro  e 
e  di  raggio  S,  e  quindi  entro  E. 

Osservando  che  la  quantità  -^  è  indipendente, 

non  solo  dal  punto  x,  ma  anche  dal  raggio  /,  può 

ko 
dirsi  che  un   cerchio   di   raggio   £  =  —  avente  il 

centro  in  qualunque  punto  di  /)  è  contenuto  in  E, 
donde  segue  che  D  è  interna  ad  E. 

Se  si  aumentano  tutte  le  ascisse  di  D  nella  prò- 

.■  "^h . 

porzione ,  si  ottiene  una  stella  ui  finita, 

n 

che  è  ancora  interna  ad  E.  Infatti: 

sicché  ogni  cerchio  di  raggio  —  £  avente  il  centro 

ti 

in  qualsiasi  punto  di  ^  è  contenuto  in  E. 

Costruita  così  la  stella  A,  noi  possiamo  trovare 
un  numero  n  tale,  che  per  ogni  li  ^  n  la  stella 
Ah  (cioè  quella  che  si  deduce  da  A  come  Eh  da 
E)  contenga  C.  —  Sia  */;  la  quantità  avente,  per 
rispetto  ai  campi  C,  A^  la  proprietà  della  quan- 
tità più  sopra  definita  o^  e  sia  T  il  raggio  d'un 
cerchio  di  centro  e  contenente  0  nel  suo  interno. 
Detto  gl'estremo  dell'ascissa  di  Z>  sul  raggio  Z, 
e  diviso  ce  in  n  parti  eguali  e  Yi,  Ti  T21  •  •  •  ■> 
T>/-i  e,   perchè   l'ascissa  di    An   sia    maggiore    di 
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e  e  bisognerà  che  ogni  cerchio  di  raggio  e  Yi  col 
centro  in  un  punto  qualunque  di  e  Yn— i  sia  con- 
tenuto in  A.  Ciò  avrà  luogo  certamente  se  la  lun- 

.      1 

gnezza  e  fi,  ossia  — ce,  non  supera  v;,  ossia  se: 
n 


n 

-^ 
n 

ed 

a 

maggior  ragione 

se: 

n 

Siccome  poi  Aw  contiene  Ah  per  //  >  /^,  potrà 
concludersi  che,  per  ogni  h^n,  Ah  contiene  0. 

Finalmente,  se  per  a  si  prende  una  funzione  di 
n  tale  che  a«  tenda  ad  1  quando  n  tende  ad  in- 
finito; si  potrà  trovare  un  valore  di  n  tale,  che 
per  ogni  h  ^  ìi  Ahh  contenga  C. 

229.  Ciò  premesso,  ritorniamo  al  problema  del- 
l'art.  226. 

Diremo  stella  appartenente  ad  un  dato  elemento 
di  funzione  analitica  la  stella  avente  per  ascissa 
su  ciascun  raggio  il  limite  inferiore  delle  distanze 
dal  centro  dei  punti  di  quel  raggio  che  non  ap- 
partengono al  campo  d'esistenza  della  funzione 
considerata. 

Sia  E  la  stella  appartenente  all'elemento  dato, 
C  un  campo  finito  contenuto  in  E]  si  formi,  col 
processo  esposto,  la  corrispondente  stella  A,  e  si 
determini  n  in  modo  che,  per  ogni  li  ^  n,  Ahh  con- 
tenga C.  Indichiamo  con  g  il  limite  superiore  del 
modulo  f  {oc)  in  A  (il  contorno  compreso),    e  pò- 
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maino  : 

X  —  e  ,    ^  X  —  e 


V 


n 


,    ijh  =  c  +  h (/i  —  1,  2, ...,  n  —  1). 


Sa  X  è  un  punto  di  C,  p  la  quantità  già  indi- 
cata con  questa  lettera  pel  raggio  cx  e  pel  nu- 
mero n,  ogni  punto  z  per  cui: 

I  z  —  yn-i  I  ^  9 

apparterrà  ad  A.  Infatti,  poiché  x  è  interno  ad 
Ah,  sarà  |  5?  —  e  |  <  n  f ,  e  il  punto  fjn-i  starà  sul 
segmento  del  raggio  e  x  ài  lunghezza  {n  —  1)  p 
preso  a  partire  da  e,  sicché,  per  le  definizioni  sta- 
bilite, ogni  punto  di  qualunque  cerchio  di  raggio 
P  col  centro  su  e  i/n—i  dovrà  appartenere  ad  A. 
Xe  segue  che  la  serie  dedotta  rispetto  al  punto 
I/h-1  avrà  raggio  di  convergenza  maggiore  di  p, 
sicché  potrà  scriversi: 

f{^)=    '^   ^  f  "•■'  (2/«-i)  («  -  2/«-i)".,        (1) 

donde  (art.  103): 

Poiché  X  appartiene  anche  ad  An\^  si  ha  |  y  |  <  p^ 

(dove  Pi  =  3t  p),  e  quindi  : 

^  I  /^""> (y»-i)  2^*'  I  ^  ^  (y)"'  =  i/  ^^■.      (2) 

Centrando  ora  nel  punto  2//t-2,  descriviamo  un 
cerchio  di  raggio  Pi  ed  uno  di  raggio  p;  sia  z^  un 
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punto  qualunque  del  primo,  e  2;  un  punto  che  di- 
sti da  Zi  non  più  della  quantità  p  —  Pi.  Il  punto 
z  starà  necessariamente  nel  cerchio  di  raggio  p; 
inoltre,  poiché  questo  cerchio  è  tutto  contenuto  in 
A,  lo  sarà  pure  il  cerchio  di  raggio  p  —  pi  e  di 
centro  Zi.  In  formole  si  avrà: 

I  .^1  ~  yn-2  I  ^  Pi,  I  0  -  ^1  I  ^  p  - 

1  Z  —  yn-2  I  ^p, 

e  potrà  scriversi: 

00     1 

7»i=o  hi  ! 


Pi, 


donde  (art.  103): 
hil 


rh.)  (,j 


(?  -  ?iY^ 


e  moltiplicando  per   |  z^  —  yn-2.  K''  —  Pi^'»: 

D'altra  parte: 
e  quindi: 


(3) 


Jh\ 


/•i^'.)  (21)  (^1  -  7/«_2)^'>  ^ 


1 


/j2=0  /?i!  /22.' 


-  f<^^^+h)  (2/„_o)  (^1  _  yn-2y'^+^'^' ,   (4) 


Coììiplem.  della  teoria  delle  fiinz.  analiticìie.    287 
donde,  tenuto  conto  della  (3): 

Ma  \  y  \  <  ?2  perchè  x  sta  entro  An-i^  quindi  : 


Ih  J  «2  •   ' 


(i^)" 


■Ji,+l; 


(5) 


Invece  di  due  sole  variabili  ausiliarie,  possiamo 
introdurne  3,  4,  ...,w;  fermandoci  a  quest'ultimo 
caso,  e  designando  le  variabili  con: 

Z,   .ei,   Zi,...,   Zn-2,   Zn-h 

queste  saranno  legate  dalle  condizioni: 

i  Zn-l  —  C  \  ^  pn-1  *, 
I  Zn-2  —  Zn~l  \  —  r«-2  —  r"-li  •  •  •  ■> 

ì  -1  —  ^2  !  ^  ri  -  r2»       U  ^  ^1   I  ^  ?  —  Pi. 

Ripetendo  il  processo  di  prima,  si  giungerebbe 
alla  relazione  finale: 


1 


Jh  Ih-zl...  hn  ! 


/(/u+/^>+...+/lJ  (e)  ijh,+h,+.^.-\-h„ 


*  Osserviamo  che,  quando  si  introdussero  due  sole  varia- 
bili Ci,  e,  si  pose  I  Zi  —  i/n-2  1  ^  Pi'i  introducendone  tre,  si 
porrà  I  ~2  —  I/n-s  I  ^  P'2,  e  così  via;  infine,  quando  le  varia- 
Inli  siano  ìi,  si  deve  porre    j  Zn-i  —e  \  ^  pn—i. 
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VI  — aj 

230.  Lo  syiluppo  (1)  dell'art,  prec.  vale  per 
ogni  z  tale  che   |  z  —  ijn—i  \  ^  ?.  Ora: 

n  —  ì  ,  . 

X  —  yn-\  zzzX  -  e iX     -  e)  =■ 

n 

X  —  e 

= =  y, 

n 

e   \  y  \  ■^o  perchè  X  sta  in  An  ;  quindi  potrà  porsi 
nella  (1)  z^=x.  Si  avrà  allora: 

oo         ] 

Poniamo,  essendo  m^  un   numero  che  determi- 
neremo più  oltre: 

avremo  : 

ed  inoltre,  per  la  (2): 

7i,=mi+l  1  —  a 

Nella  (4)  dell'art,  prec.  facciamo    Zi  =  yn-u  il 
che  è  lecito  perchè: 

lyn-i  —  y''-^  \  =  \  y  \  ^P-' 
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avremo: 

//  ;  7/^=0  lì i  :  fì-z- 

e  sommando  da  hi  =  0  ad  hi  -  mi'. 

^  r-,f''"'i!/"-^)i'"  = 

m,       oo  1 

//,=o  //,=o  hi  !  Ao! 

Pouiamo  ora,  essendo  ìììo  un  numero  da  deter- 
minarsi : 

»i,  oo  1 

avremo: 

»Jl        m.,  1 

inoltre  per  la  (5)  dell'art,  prec: 

m 


71,  00/2^  \//, 

\1  _  e,/  a"'« 


// 

»/,  00 


>.-  1  —  a 

Vi  VANTI.  19 
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\  1   -  a  I       /  / 1  —  «V".+1  \  a''»24-l 


1  - 

a 


Proseguendo  nello  stesso  modo  si  troverebbe: 

w,         ?;?2  «?«  1 


X  /•(»,+...4  /'„)  r<-;^~^ J         +  Si . . . .  +  c„ , 

dove: 

l  —  a            1  —  a*'               1  —  a 
1    -  -^-  1  —    -^y-  1 ,- 

i-('i-rii-('^;r'i- 


h/^l^^ 


Osservando  che: 

}^mi-r  (:^  —  1)  W2  +  . . .  +  2  mu—\  +  W/i  +  1  — 

=  1-4    Wi  -f    (;??!  4    W?2)  +  («?i    f  ???2  +  W3)  +  .  .  .  + 
.  .  .  +  (Wi  +  ^2  +  •  •  •   -r    ?»/0, 
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questa  relazione  può  scriversi: 


"'"'^"-   1_1-»  " 


1  —  a   (1  -  a)»»,     (l  —  7)»'2    "  ■    (l  —  a)'"«-l 

231.  La  quantità  '/  fu  supposta  compresa  fra 
0  ed  1,  e  dipendente  da  n  in  modo  che  lini  a»=  1. 

w=oo 

A  tali  condizioni  soddisfa  l'espressione: 


ì 


dove  w  [n)  è  una  funzione  di  n  sempre  positiva  e 
tendente  ad  oc  insieme  ad  n.  Si  avrà  allora: 

1  !  Ai  (0  (w)  "^  2  !  (n  0,  (n))2       *  "  *  ' 
quindi  per  n  abbastanza  grande: 

.>i      ' 


n  f>  (n)  ' 
ossia  : 


n  to  {n)  ' 


inoltre,  se  À  è  un   numero   intero  e  positivo  non 


maggiore  di  n  : 
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Ne  segue,  per  u-  ^n^  y-  >  Z;  ^  l  : 


1  —  a  1  w[n) 

< r-.  e        ' 


e  quindi: 

"n^  [^  _  1 -J  ì  >  f  I L_  ;^ 


u-l 


> 


.  1  10[7>) 

>  1 1 e 

n  M  [n) 

Quest'ultima  espressione  tende  ad  1  quando  n 
tende  ad  e»,  quindi,  presa  una  quantità  qualunque 
r  magi^^iore  di  1,  potrà  trovarsi  un  numero  n  ab- 
bastanza grande  perchè  sia: 

,«-1 

A- 

D'altra  parte 


II 

7—1 


-ir  1  —  a  1        1 


quindi  : 


^^*  \<9r 


aw,+l      oLmi+m.2      a"«i+Wvi+"'3 


1  —  a  (1  —  a)'«i    (1  —  a)w2 


(1  ~  a)^'^^.    1 


Poniamo 


1  —  a 
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potremo  scrivere: 

I     -«    \^9^'  •  ^'"'  ?  •  '^'"-  ?'"'  •  '^'"'^'"^  [^'"^  .  7."'l  +  '"i  +  '"4S'"3  ... 

.  .  .  y.'»i-\->fi'.+-  +»'»_2  +  »»/<  ^^'>'//-l  = 
II 

E  tempo  finalmente  di  scegliere  iu  modo  oppor- 
tuno i  numeri  m.  Scriviamo  per  brevità: 

71  co  (n)  =  V, 

sicché: 

_  j_ 

y.  =  e     '', 

_  JL 
ed  osserviamo  che  dallo  sviluppo  di  e     '    iu  serie 
risulta,  per  /?,  e  quindi  per  v,  abbastanza  grande: 

V  2  V-  V  2   V  2  V 

V  "^  V-  V  \  i:  V 


donde: 


1     X 


Noi  prenderemo  le  m  in  modo  che  sia: 

???!  ^  2  V  Ig  V, 
ììì.y  ^  Wl   V  IgV, 

;/?!   4    ;«2  +  .  .  .  +  W/--2  +  ^"y  ^  fUr-l  V  Ig  V 

(r  =  3,4,...,«). 
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Sarà  allora,  rammentando  che  '/  <  1  : 

(r-3,4,...,u.), 
e  quindi: 

,      ,       g  r  or 

I  e..  M  —  =  -^-T        a  =  1,  2, ... ,  n), 


donde: 


Poiché  ")  (n)  cresce  indefinitamente,  noi  potremo 
prendere  un  numero  N  tale  che  per  ogni  n  ^  JSf 

g  r 
sia— 7— <cr,    essendo    ^    una    quantità    positiva 

presa  ad  arbitrio.  Dopo  ciò  pongasi: 

,,^     1     V i 

dove  in  luogo  di  //j,  7^2, .  . . ,  //«  si  devono  mettere 
tutti  i  sistemi  di  numeri  interi  e  non  negativi  che 
soddisfanno  alle  relazioni  : 

hi  +  /22 -f  ...  +  hn  =  h,  hi  ^  mi,  h.^,  ^  ìUo,  ...,  hn  ^  nin  ; 
pongasi  inoltre: 

ffn  (x)  =   :£   cjth  f^^)  {e)  [x   -  cy^ , 
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ossia: 

gn  (x)  —    :^    Cnh  ah  {x  —  cY  ' 

h 

Potrà  asserenarsi  un  numero  N  tale  che  per 
ogni  n  =i  X  si  abbia  in  tutto  il  campo  C: 

\f{x)-gn(x]\<r..  (1) 

E  da  notarsi  che  i  coefficienti  CnU  e  i  numeri 
ìììr  sono  affatto  indipendenti  dai  dati  del  problema 
(cioè  daile  costanti  ah  ,  dal  punto  e,  e  dal  cam- 
pò  C) 

Facciamo  finalmente: 

Gh  (X)  =  gk  W  -gn-i  {X)      (/i  =  1,  2, . . .), 


da  cui 


\     Q,^i^x)=gn{xy,  (2) 

A=0 


potrà  scriversi: 

oo 

f{x)=    :ì   Gk{x).       .  (3) 


;«=o 


La  serie  del  2<*  membro  è  equiconvergente  nel 
campo  C;  infatti,  se  y>  è  un  numero  positivo  qual- 
siasi, si  ha  dalle  (1),  (2)  per  tutti  i  punti  del  campo 
G  e  per  ogni  n  ^  lY: 


!  f[x)  -    ?^    (7/.  {^x)  !<  7,     I  fi^x)  -  ''^^  Gh  (x) 


<^, 
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da  cui 


^      Gk  {X) 

h—n-\-l 


<2 


e  quindi: 


^      Gh  {X)  ! 

h----n-it\  I 


9  e 


Il  risultato  contenuto   nella   (3)   può  enunciarsi 

come  segue: 

Se  E   è  la  stella  di  centro  e    appartenente    al^ 

°°    1 
V elemento  di  funzione  analitica    -    -r-jtiiix  —  cV' . 

h=oh\ 

la  funzione  analitica  f  {oc)  generata,  da  questo  ele- 
mento può- rappresentarsi  in  tutta  la  stella  E  me- 
diante lina  serie  di  polinomi: 

"^     Gn(x) 

M=0 

equiconvergente  in  qualunque  campo  interno  ad,  E. 
1  polinomi  Gn{oo)  hanno  la  forma: 

Gn  {oc)  =    ^    dnh  ah  {x  -  cY' , 

h 

dove  i  coefficienti  dnh  sono  indipendenti  da  e  e 
dalle  a  e  dipendono  soltanto  dai  numeri  n,  h. 

I  coefficienti  d„h^  come  i  CnU,  possono  assumere 
forme  infinitamente  diverse.  Tra  i  due  sistemi  di 
coefficienti  hanno  1uo<j:o  le  sei>-uenti  relazioni: 


dnh  =  Cnh  —  Cn-\,h. 


Coni  pieni,  della  teoria  delle  fu  a: .  amdìtklie.    29i 


La  (1)  può  anche  scriversi: 

f{x)=^    lini   gn(-^-). 

I  numeri   nii  possono   in   particolare    prendersi 
così: 

si  ha  allora: 

1 


f{x)=  lim    ì:      i    ...  ^ 


«=oc  7;  1-0  h,-0    '  )i„=0  ll\  I  ll-Z  l  >  .  'lln  1 

1  .       (4) 

232.    Af^giuutriaino    pochi   cenni    sul   seiruito 
delle  ricerche  di  Mittag-Leffler,   che   forma  l'og- 
getto di  vari  lavori  da   lui   pubblicati   durante  la 
stampa  del  presente  volarne.  * 
Abbiansi  ^"  funzioni: 

fh,K...h„     {hr=0,  {,...;  r  =  l,2, ...,») 

d'una  variabile  x.  Se  le  serie: 

oo 
oo 

-    flll-Jlii-l  =  flìl.Jh,-^ 


(1) 


oo 

-     fìiji.,        ^=  fh^ 
h,=0 
co 


*  Quosti  lavori  sono  citati,  insiane   ai   precedenti,  nella 
nota  all'art.  ■222. 
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sono  tutte  convergenti  per  x  ^  Xq^  si  dice  che: 

CX)         oo  e» 

/•=    ì:     ì;   ...    i    /•/,,/,,..«„  (2) 

è  una  serie  n  volte  infinita  convergente  per  x  —  Xq. 
Se  le  serie  (1)  sono  equicon vergenti  in  un  certo 
campo  C,  si  dice  che  la  (2)  è  una  serie  n  volte 
infinita  equiconvergente  nel  campo  C. 

Ciò  premesso,  si  può  alla  rappresentazione  di 
f  {x)  mediante  un'espressione  (come  la  (4)  dell'art, 
prec)  in  cui  tanto  il  numero  delle  somme  da  ese- 
guirsi come  il  numero  dei  termini  d'ogni  singola 
somma  è  infinito,  sostituirne  un'altra  in  cui  il  nu- 
mero delle  somme  è  finito. 

Si  osservi  a  tal  uopo,  che  la  (1)  dell'art.  229  e 
le  formolo  che  ne  derivano  valgono  anche  se  in 
esse  si  ponga  ìj^i  in  luogo  di  2/;ì-i,  essendo  \y-  un 
numero  qualunque  minore  di  n.  Ne  risulta  che: 

è  equiconvergente  in  C,  donde  segue  (v.  art.  132) 
che  lo  è  pure: 

qualunque  sia  J12.  Sono  dunque  equiconvergenti 
in  C  tutte  le  serie  seguenti: 

fW=  ?  T\/"'.i(i/«.-.)y\ 
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oo  J^ 

/i,.— 0  /i»  I 

cioè  pel  valore  di  n  determinato  in  principio  del- 
l'art. 229  e  per  tutti  i  valori  mag-giori  la  serie  n 
volte  infinita  ed  equiconver^^ente  in  C: 


(3) 


dove   f^^^{c)  =  a,;   rappresenta   in    C  la  funzione 

Se  C  è  contenuto  nel   cerchio   di   convergenza 
della  serie: 

può  prendersi  ;ì  =  1,  e  la  (3)  si  riduce  alla  (4). 

233.  L'espressione  (3)  dell'art,  prec.  si  com- 
porta diversamente  secondochè  ?i  ^  3  oppure  n  >  3. 
Nel  primo  caso  essa  è  equiconvergente  nella  stella 
Eh  e  non  converge  in  alcun  punto  esterno  a  questa. 
Invece  nel  secondo  caso  non  si  può,  in  generale, 
trovare  un  campo  tale  che  la  (3)  sia  equiconver- 
gente in  esso  e  non  converga  in  alcun  punto 
esterno. 

Però  si  può  costruire  una  serie  analoga  alla  (3) 
per  la  quale  esiste  un  campo  della  natura  voluta. 
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Preso  un  raggio  /  uscente  da  e,  si  descrivano 
n  circonferenze  y,  Ti,  T2,  .-.^Th-i,  di  raggi  r,  r^, 
r2,  .  . . ,  r«-i,  i  cui  centri  e,  vj^,  ì^.^,  .  . . ,  Vj;^  - 1  appar- 
tengano ad  /,  e  che  soddisfacciano  alle  seguenti 
condizioni: 

La  circonferenza  y  passa  per  v]^  ; 

La  circonferenza  Yi  passa  per  c\ 

La  circonferenza  y^  (^  ^^  2,  3, . . .  ,  7^  —  1)  passa 
per  ra-x; 

Le  intersezioni  di  y^  con  y^-i  {t  —  2,3,  ...,^  —  1) 
sono  i  punti  di  contatto  delle  tangenti  condotte 
da  e  a  Y^  • 

Queste  condizioni  sono  sufficienti  a  determinare 
-/il,  7)2, .  . .  ,y\n-\,  ri,  rg, .  . . ,  r^-i,  quando  sia  dato  r. 
S-ia  p  il  limite  superiore  dei  valori  di  r  pei 
quali  l'insieme  dei  cerchi  appartiene  ad  i^;  por- 
tando sul  raggio  /  la  lunghezza  data  dal  valore 
che  prende  l'espressione: 

I  '^«-1  —  e  I  +  Vn-Ì 

per  /*  =  ?,  e  ripetendo  la  costruzione  per  tutti  i 
raggi  uscenti  da  e,  si  otterrà  una  stella  che  potrà 
designarsi  con  Ei.  Ilispetto  a  questa  stella  avrà 

n 

la  proprietà  voluta  la  serie  n  volte  infinita: 

00  e» 

^     .   .   .     ^     ^^  J.n  /•(^^'+  ••  +  ^^«^  (C)  (X  ~  C)'''+-+^.',       (l) 


dove: 


/ìli 


1    / 1  Y^.+^^. 

"~//i!//,!\2J 
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1  V'-+''-'+^'2 


eh  ]>  h . 
eiih,.  7^,  =  ,  - -  I I  X 


h  !  h  !  /'3  I   l  3  j 

:  hoTT^Jìn  I  \1  -f  sen^^  j 
/       1       \/', +/'-'/       2       Y'^/      2-       Y'^ 
\sena,,_i/  \sen  cz„_2/    \sen  >-«-3/ 

/       9r-2      \7/.        /  9/1-4  y»,,-, 

\sen  :</,-[-i-r/  Iseny-g/ 

e  l'angolo  y-t,  che  è  la  metà  dell'angolo  delle  tan- 
g-enti  condotte  da  e  alla  circonferenza  \'t,  si  cal- 
cola colle  formole: 

sen  «1  =  1, 

1        o       •    1  /^-^ :^- 

sen  -^-^+1  = —  sen-  'J-t   r  -r  sen  '^f  v  8  +  sen-  y-t   . 

234.  La  differenza  tra  l'espressione  (4)  del- 
l'art. 231  e  la  (1)  dell'art.  233  sta  in  ciò,  che  la 
prima  ha  per  stella  di  convergenza  la  stella  E 
mentre  l'altra  ha  come  tale  E^. 

n 

Al  crescere  indefinitamente  di    7?,  la  stella  Ei 

n 

tende  a  confondersi  colla  E. 

Indicando  con    S^*  (.r  |  e)   la   (1)   dell'art,   prec, 
l'espressione: 

lim  Sn  i^  \  e) 

1Ì=00 

ha  per  stella  di  convergenza  E. 

Ora,  invece  di  una   serie  numerabile   d' espres- 
sioni e  di  stelle  corrispondenti,   si    può  ottenerne 
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una  serie  continua,  facendo  dipendere  la  stella 
variabile,  anziché  dalla  variabile  discontinua  w, 
da  una  variabile  continua  a. 

Sia  a  una  quantità  positiva  e  non  maggiore  di 
1,  e,  posto  S  =  1  —  y.^  si  faccia: 

'^  (u  \  <^)  =  K  u  e  , 

dove  K  è  una  costante.  Se  x  è  un  punto  d'un 
raggio  l  uscente  da  e,  e  se  si  pone: 

facendo  descrivere  alla  variabile  u,  nel  proprio 
piano,  una  circonferenza  di  raggio  1  intorno  al- 
l'origine, z  descrive  una  figura  cordlforme  77  co- 
stituita da  due  archi  di  spirale  logaritmica  sim- 
metrici rispetto  al  raggio  /  e  intersecantisi  in  due 
punti  di  questo.  Presa  poi  una  quantità  r  positiva 
e  minore  di  1,  e  posto: 

K—  —  e    "  •> 

r 

se  si  fa  descrivere  ad  u  un  cerchio  di  raggio  r 
intorno  all'origine,  z  descriverà  una  figura  />' sim- 
metrica rispetto  ad  /,  interna  ad  //,  e  che  si  av- 
vicina indefinitamente  a  questa   al  tendere   di   r 

ad  1.  Sia  \  x  —  e  \  il  limite  superiore  dei  valori 
di  I  ;r  —  e  I  per  cui  Z  è  interna  alla  stella  E\ 
indicheremo  con  Ea  la  stella  avente  per  contorno 

l'insieme  dei  punti  x.  Z  si  dirà  la  figura  genera- 
trice e  ©  (w  I  a)  la  funzione  generatrice  di  Ea, 
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La  serie: 


dove  : 


oo 
Sa  {X  I   C)  —  ao  +      2      Gn  U'  -  C), 


/^     /  ^  lt^^^n-1  ,  .     , 

Gn  {x  —  c)  =  ^  ^  ^^  _  ^  ^  ai  (x  -  c)-\- 

— ^  flTg  (j-  -   e)"    f    .  .  .   + 


■    2!» 

n  —  1  I  1  !  n\ 

e  le: 

/«;,'!,.        («  =  1,2,...;     r  =  l,2,...,») 

sono  costanti  positive  dipendenti  soltanto  dalla 
funzione  generatrice,  l\a  per  stella  di  convergenza 
Ea  e  rappresenta  nell'interno  di  questa  la  fun- 
zione f{x)\  e  l'espressione: 

lim  Sa  {x\  e) 

a  =  0 

ha  per  stella  di  convergenza  E,  e  rappresenta 
f{r)  ìli  tutti  i  punti  di  questa. 

Se  si  prende  invece,  come  suggerisce  Fredholm,  * 
la  funzione  generatrice: 

lg[I-(l-0"l 


^  iu  I  ^)  = 


Iga 


*  V.  Mittag-Lefflee  125  bis. 
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si  trova  la  serie: 

Q    (      ^     \  ~    (1  -  ^Y     \An)  X-C 


-h 


(w) 


dove  11=  —  \^y-^  e  le  k .    sono  determinate  dalle 
relazioni  ricorrenti: 

=  X«  +  k^in)  À«-i  +  . . .  +  k[l'[^  A. 

Funzioni  lacunari.  "^ 

235.  La  possibilità  astratta  di  funzioni  ana- 
litiche il  cui  campo  d'  esistenza  non  ricopra  l' in- 
tero piano  risulta  dalla  definizione  stessa  di  fun- 
zione analitica.  Però  le  funzioni  che  più  comune- 
mente si  considerano  nell'analisi  (funzioni  razio- 
nali, trascendenti  elementari,  funzioni  ellittiche) 
hanno  per  campo  d'esistenza  l'intero  piano,  escluso 
un  insieme  finito  od  iufiaito  di  punti  non  formanti 
aree  ne  linee.  Si  presenta  quindi  la  questione,  se 
vi  sieno  effettivamente  funzioni  analitiche  non  esi- 
stenti in  certe  parti  lineari  (sezioni  o  linee  singo- 
lari) 0  superficiali  (lacune)  del  piano. 


*  D'Arone  5,  Cayley  38,  Freoholm  55,  Gillet  58, 
GouRSAT  61-,  62,  63,  Homén  80,  Krygowski  87,  88,  Lerch 
102, 104,  Mittag-Lepfler  126,  127,  Poincaré  160,  161,  Steel- 
TJES  193,  Teixeira  195,  196. 
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Uno  studio  più  profondo  della  teoria  delle  fun- 
zioni ellittiche  ha  messo  in  luce  come  il  modulo 
d'una  funzione  ellittica  possa  considerarsi  come 
funzione  analitica  del  rapporto  dei  suoi  periodi, 
esistente  soltanto  pei  valori  di  questo  rapporto  in 
cui  il  coefficiente  di  /  è  positivo,  ossia  esistente 
soltanto  nella  parte  del  piano  della  variabile  in- 
dipendente superiore  all'asse  reale.  Da  questa, 
con  una  sostituzione  lineare  (art.  161),  si  può  ot- 
tenere una  funzione  esistente  soltanto  alTinterno, 
0  soltanto  all'esterno,  di  un  dato  cerchio.  Fun- 
zioni di  tale  natura  furono  anche  costruite  diret- 
tamente, "^  e  in  alcune  di  queste  noi  avremo  oc- 
casione di  imbatterci  più  innanzi.  Per  ora,  tra  i 
molti  esempi  di  costruzione  di  funzioni  lacunari, 
basterà  esporre  nei  suoi  dettagli  quello  di  Poin- 
caré, che  è  il  primo  in  ordine  di  tempo,  e  che  è 
anche  uno  dei  più  ^renerali. 

236.  Il  problema  che  si  propone  Poincaré  è 
il  seguente:  Dato  un  campo  (7,  il  cui  contorno  sia 
una  linea  semplice  convessa  /,  costruire  una  fun- 
zione analitica  esistente  in  tutto  il  piano  ad  ec- 
cezione del  campo  C. 

Prendasi  una  succes^iione    di    quantità    (reali  o 

oo 

complesse)  a.,  a.?, .  .  .  tali  che  la  serie    -    |  ah  \  sia 

h-\ 

convergente,  ed  un  insieme   numerabile   di  punti 


*  Importantissime  tra  queste  sono  le  funzioni  fuchsiane, 
il  cui  studio  è  dovuto  a  Poincaré;  esse,  sotto  certe  coudi- 
zioni, esistono  soltanto  nell'interno  del  cerchio  di  raggio  1 
col  centro  nell'origine. 

YiYAKTI.  20 
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Ci,  (?2, . . ,  appartenente  a  C  (il  contorno  incluso) 
e  denso  in  ogni  parte  di  /;  e  si  formi  l'espressione 
aritmetica: 


h^\  X  —  Ch 

Sia  Xq  un  punto  esterno  a  (7,  p  il  raggio  del 
cerchio  y  di  centro  Xq  tangente  esternamente  ad 
l;  essendo  l  convesso,  questo  cerchio  è  unico,  ed 
è  tutto  esterno  a  C,  fatta  eccezione  pel  punto  di 
contatto  x^.  Si  ha  quindi,  per  tutti  i  valori  di  h  : 

e  però,  se  a?  è  un  punto  interno  al  cerchio  y: 

\x  -  x^Kp^lch      xj, 

quindi: 

1  1 


X—Ch         (x  —  Xq)  —  (ch  -  ^o) 

1  _         "^      {X  —  Xq)^ 

Jc=0  (ch  -  X,)^+^  ' 


.  ,/  X  ~  Xq\ 

oo    r          cx) 

F(x)=  -  ^    \ah   ^ 


=1 
dove: 


{Ch  -  Xo)^+\ 

CX) 


P.(^-a;„)  =  «.  ^   -,i--~4-.         (1) 
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La  serie    ^    Ph  [x  —  ^o)  è  equiconver<^ente  per 

tutti  i  valori  di  x  per  cui  \  X  —  Xq  \  =  p',  essendo 
p'  una  quantità  qualunque  minore  di  p.  Si  ha  in- 
fatti: 

;  /.=o  {ch  -  ^0)^+^  I  ~  >^-=o  I  ch  —  x^  |^-+i 


quindi  : 


:ì    Ph{x-x,) 

h=m 


~  I    I 

-      afe 


p  ^^=w 


ma,  presa  <7  ad  arbitrio,   può   sempre  trovarsi  un 
numero  m  tale  che  sia  : 


^     Ìaftl<'(?-P'), 


quindi  per  tutti  i  valori  X  considerati  si  ha: 


i     ^    Ph{x-Xo) 


<<y. 


Si  potrà  dunque  applicare  alla  serie  (1)  il 
lemma  di  Weierstrass,  e  si  avrà  per  tutti  i  punti 
X  interni  a  y: 


Fix)=   ^   bk{x-  x,Y, 


(2) 
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(love: 


è.==-    - 


/,=i  {ch  -  x^y'+^  ' 


Pertanto  F(x)  rappresenta  una  funzione  ana- 
litica regolare  in  ogni  punto  esterno  a  C. 

liesta  da  dimostrarsi  che  questa  funzione  non 
può  continuarsi  oltre  la  linea  /,  ossia  che,  qua- 
lunque sia  il  punto  Xq  esterno  a  C,  il  cerchio  di 
convergenza  dell'elemento  di  funzione  analitica 
corrispondente  a  quel  punto  è  precisamente  il  cer- 
chio Y  tangente  esternamente  ad  l.  A  tal  uopo 
basta  far  vedere  che  la  serie  (2)  non  è  assoluta- 
mente convergente  per  : 

.    \x-xj=^p. 

Supponiamo  dapprima  che  il  punto  di  contatto 
Xi  di  y  con  l  sia  uno  dei  punti  e,  p.  es.  e- .  Presa 
£  ad  arbitrio,  e  determinato  un  numero  m  tale, 
che  per  ogni  n  >  m  sia  : 


h=ni-l 

fissiamo  un  numero  n  maggiore  di  m  e  di  r.  Sia 
inoltre  ò  la  minima  tra  le  distanze  dei  punti: 

Ci,   C2,  .  .  .  ,  Cr-1,    C/-+1,  .  .  .  ,Cn 

dal  punto  Xq\  sarà  Ò  >  p,  e  quindi  potrà  prendersi 
una  quantità  Pi  tale  che  sia: 

5>pi>p. 
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Si  avrà  allora: 

:v '-^ +  V  !  ^ 

<  TTTf  j  !  «1  I  +  I  0^2  1  +  . .  .  +  I  ch-i  I  + 

dove  : 

S='^    \ak\. 

D'altra  parte,  essendo   |  O/  ~  ^0  I  >  P  pei*  ogni 
h  diverso  da  r: 

!     ?     . Oh !     _J__     ?     I     I 

,=:+,  {e,  -  x,Y-+^  i  ^  pA-f-i  ,^^j  !«''  K  ,^+1  ; 

quindi: 

'  Clr  !      ._S         .  £ 

ri 


^^  "^  (e,.  —  ^0)^+^  I  ^  ?i^+i  "^  c<-+i  ' 


e: 


Facendo  tendere  k  ad  00,  l-^j       tende  a  zero 
quindi  si  ha: 


lim  p^'    hi'  +     -        '' 

k-00  ,  (Cr  —  ^u)^+^ 
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ma  £  è  arbitraria,  quindi  dev'essere: 
lìm  ^^'  I  hk  +  , ~'^^.T^ 


0, 


ossia,  tenuto  conto  che   |  e-  —  x^  |  ==p: 


lim  I  hk  I  p^=  lim  p^" 

kz^ioo  7t=oo 


(Cr  -  ^o)^-+-^ 


ar 


=i-o. 


Di  qui  segue  che  la  serie    -    |  hk  1  9^'    non  può 

k=0 

essere  convergente. 

Supponiamo  ora  che  x^  non  sia  uno  dei  punti 
e;  ed  ammettiamo,  se  è  possibile,  che  il  raggio  di 
convergenza  della  serie  (2)  non  sia  p,  ma  Pi>p. 
Si  conduca  allora  un  raggio  .Tq  .^2  del  cerchio  pi, 
e  su  .Ti  X2,  come  base  si  descriva  un  triangolo  iso- 
scele avente  il  vertice,  che  diremo  .t^,  su  Xq  x.2. 
E  evidente  che  si  può  prendere  l'angolo  Xi  Xq  x^ 
abbastanza  piccolo  perchè,  detto  x,^  il  punto  d'in- 
contro di  Xq  X2  con  /,  la  normale  ad  l  in  un  punto 
qualunque  x^  dell'arco  x^  x^  incontri  ^Tq  ir2  in  un 
punto  Xc,  del  tratto  Xq  x-^.  *  Si  ha  allora  Xq  .t^  >  Xq  x^, 
e  quindi,  a  maggior  ragione,  x^,  X2>  x^,  Xr,.  Ora, 
poiché  l'insieme  dei  punti  e  è  denso  in  ogni  parte 
di  /,  possiamo  supporre  che  x^  sia  uno  di  tali 
punti.  Per  ciò  che  si  è  stabilito  poc'  anzi,  il  rag- 
gio di  convergenza  dell'elemento  di  funzione  ana- 


*  Basterebbe  per  esempio  fare  in   modo   die  .rg  cadesse 
entro  il  campo  C. 
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litica  corrispondente  al  punto  a;^^  (posto  sulla  nor- 
male ad  l  in  un  punto  e)  e  precisamente  iz?r,  ^51 
sicché  il  relativo  cerchio    di    converf^enza  è  tutto 


Fig.  5. 

interno  a  quello  corrispondente  al  punto  ^0;  ma 
ciò  è  impossibile  (art.  120),  quindi  l'ipotesi  fatta 
è  assurda. 

Resta  adunque  dimostrato  che  il  campo  C  è  una 
lacuna  per  la  funzione  analitica  rappresentata  dal- 
l'espressione aritmetica  F(oc). 

237.  Poincaré  ha  trattato,  come  esempio  di 
applicazione  del  suo  metodo,  il  caso  in  cui  il  campo 
C  è  un  poligono  convesso  ad  un  numero  qualun- 
que di  lati.  Se  a^,  7.3, . . . ,  v.p  sono  p  punti,  e  C 
è  un  poligono  convesso  aventi  per  vertici  alcuni 
dei  punti  y-,  e  di  cui  gli  altri  punti  y.  stanno  sul 
perimetro  0  nell'interno,  l'espressione  aritmetica: 


hi  y-Y  H-  /?2  3t.3  -f  .  . .  4-  hp  ^p 
^1  +  ^'2  +  •  • .  +  hp 
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dove  le  /i^,  Z?.?, . . .  ,hp  prendono  tutti  i  valori  in- 
teri non  negativi,  esclusa  la  combinazione  0,0,  ...,0, 
ed  «1,  02, ...  ^  ap  sono  p  quantità  costanti  di  mo- 
dulo minore  di  1,  rappresenta  una  funzione  ana- 
litica regolare  in  tutti  i  punti  esterni  a  C  e  solo 
in  questi  punti. 

In  particolare  per  /?  =  2  si  ottiene  così  una  fun- 
zione avente  una  sezione  (il  segmento  a^  y^.^, 

Yogliasi,  p.  es.,  costruire  una  funzione  avente 
per  sezione  la  parte  negativa  dell'asse  reale.  Par- 
tendo dall'espressione  generale: 

F{cc)  =  l — 

hi  «1   +  /?9  »9 

sì  applichi  la  sostituzione  lineare: 

ce  —  aj 

ossia: 

«2  y~  ^\ 


X=: 


—  1 


clie  fa  corrispondere  ai  valori  ^j,  c^.^  di  x  rispetti- 
vamente i  valori  0  e  oo  di  ?/  e  ai  valori  di  X  com- 
presi fra  y-i  e  «2  valori  negativi  di  y.  Si  avrà: 


i^(^)  =  ^0/) 


y  —  ^\       hi^i  +  ho  ^^2 


y  -  1  /<i  +  h-i 

y  —  1    V    fl'i^'  ofg^' 
^2  —  ^1     ^'i  y  "^  ^'2  ' 
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e   invece    di    questa    funzione    potrà    considerarsi 
l'altra: 


^'(i/)  = 

-   V 

Una 

L  forma 

speciale 

si 

ottiene  ponendo: 

0\  = 

09 

1 

e   ' 

si 

ha 

COSI  la 

funzione 

.  V 

7,     ..1      7.     • 

238.  Le  considerazioni  esposte  valgono  an- 
cora, come  è  facile  vedere,  se  /  non  è  convesso, 
purché  non  abbia  angoli  rientranti. 

Segue  da  ciò  che,  se  si  ha  uu  arco  di  curva, 
lo  si  può  considerare  come  formante,  contato  due 
volte,  il  contorno  di  una  lacuna  d'area  nulla;  e 
pertanto ,  applicando  il  metodo  di  Poincaré,  si 
può  costruire  una  funzione  avente  per  sezione  quel- 
l'arco di  curva. 

239.  Se  è  dato  nel  piano  un  numero  finito  di 
campi  separati  Q,  Co,  .  .  .  ,  Cp  racchiusi  da  con- 
torni convessi,  si  potranno  costruire  le  funzioni 
analitiche  f^  (x),  /"g  {x), .  .  .  ,  fp  [x],  tali  che  fh  {x) 
esista  soltanto  all'esterno   di   Ch  .   Allora   la  fun- 

p 
zione  analitica  -    fu  (x)  sarà  regolare  nell  intero 

piano  esclusi  i  campi  Ci,  C2, . . . ,  Cp  . 

240.  Lerch  ha  stabilito  alcuni  teoremi  assai 
generali,  che  conducono  alla  costruzione  di  fun- 
zioni lacunari.  Citiamo  il  seguente: 
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Sieno  Wq,  mi,  mg, . . .  numeri  interi  positivi,  di 
cui  ciascuno  sia  divisore  del  successivo,  Pq  (^), 
Pi  (r),  P2  (x), . . .  serie  di  potenze  convergenti  en- 
tro il  cerchio  unità  ^  ed  aventi  sulla  periferia  di 
esso  tutt'' al  più  il  punto  singolare  ^—1;  inoltre 
la  serie: 

co 

sia  tale  da  potersi  convertire  in  una  serie  di  po- 
tenze convergente  entro  il  cerchio  unità,  e  soddi- 
sfaccia per  infiniti  numeri  n  alla  relazione: 

co 
lim    2:     Pj,  {X^nh^^  =  00. 

Allora  f{x)  è  una  funzione  analitica  esistente 
soltanto  entro  il  cerchio  unità. 

Come  casi  speciali  di  questo  teorema  si  trovano 

00  e» 

le  funzioni  -  0?-''  e    ^   x^^. 


Sul  concetto  di  continuazione  analitica.  *^ 

241.  Se  una  funzione  analitica  è  regolare  in 
un  campo  0,  e  se  tutti  i  punti  del  contorno  /  sono 
punti  singolari  per  essa,  la  funzione  non  può  con- 
tinuarsi al  di  là  della  linea  chiusa  l.  —    D'altra 


*  Così  8Ì  suol  cliiamare  per  brevità  il  cerchio  di  ragg-io 
1  col  centro  nell'  origine. 

**  BoREL  16,  18,  20,  22,  30,  31,  Fabry  48,  50,  Goursat 
60,  Krygoy/ski  89,  Picard  142. 
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parte,  se  si  ha  un'espressione  aritmetica  conver- 
gente in  due  campi  .4,  B  separati,  per  esempio, 
da  una  linea  chiusa  /,  e  se  fi  {x),  fo  {x)  sono  le 
funzioni  analitiche  che  essa  rappresenta  rispetti- 
vamente nei  due  campi,  si  sarebbe  tentati  a  con- 
siderare l'una  delle  due  funzioni  come  la  conti- 
nuazione analitica  dell'altra  attraverso  la  linea  /; 
senonchè  si  è  veduto  che,  prendendo  le  fiix),  fi{x) 
ÌQ  modo  del  tutto  arbitrario,  si  può  sempre  tro- 
vare un'espressione  aritmetica  che  le  rappresenti 
rispettivamente  in  A  e  in  B^  sicché  non  sembra 
ragionevole  chiamare  continuazione  analitica  l'una 
dell'altra  queste  due  funzioni,  tra  le  quali  non  vi 
ha  alcun  vincolo.  Tuttavia  si  può  domandarsi,  se, 
sottoponendo  le  espressioni  aritmetiche  a  qualche 
condizione  poco  restrittiva,  ne  risultino  relazioni 
necessarie  tra  le  funzioni  analitiche  da  esse  rap- 
presentate in  campi  separati,  per  modo  che  que- 
ste possano  con  qualche  ragione  considerarsi  come 
continuazioni  analitiche  le  une  delle  altre.  Ecco 
come  Borei  ha  trattato  tale  questione. 

242.  Supposti  i  sommandi  d' un' espressione 
aritmetica  decomposti  in  frazioni  semplici,  e  sup- 
posto che  con  ciò  non  si  alteri  la  convergenza 
della  serie,  la  forma  generale  d'un' espressione 
aritmetica  sarà: 

°^  ni, 

Fix)=    i ^^— ,  (U 

h^i  {oc  -cny"^' 

"dove  le  ch  possono  non  essere  tutte  differenti. 

Xoi  sottoporremo  la  F{x)  alle  seguenti  condi- 
zioni : 

Che  i  numeri  interi  e  positivi  nm  ammettano 
un  massimo  finito  w: 
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oo 

Che  k  serie  ^    \  ah\  sìa  convergente; 

Che  l'insieme  /  dei  punti  cu  stia  sopra  una 
linea  chiusa  l  e  sia  denso  su  tutta  questa  linea.  ^ 
Sia  A  la  parte  del  piano  interna  alla  linea  ?, 
B  quella  esterna  ad  essa.  Sia  A'  un  campo  qua- 
lunque interno  ad  A,  o  il  limite  inferiore  delle  di- 
stanze dei  punti  di  A'  da  l  (cfr.  art.  228),  e  pren- 
diamo una  quantità  positiva  e  minore  di  1  e  minore 
di  0.  Avremo  allora  per  tutti  i  punti  x  del  campo 
A'  e  per  ogni  valore  di  h: 


OC-Ch\>^, 


quindi: 


\  oc  -  Oh  h^'  >  s'^^S 
ed  essendo  mh  ^  m,  £  <  1  : 

\  oc  -  Ch  !'"''>£"'. 

Ne  segue,  per  tutti  i  punti  x  di  A'  e  per  qua- 
lunque valore  di  p: 


~  Oh 

h^p^l  {x  —  chy^ 


ma,  presa  ^  ad  arbitrio,  può  sempre  scegliersi  n 


*  Può  anche  supporsì  che  esistano  punti  ch  non  giacenti' 
sopra  /,  purché  i  punti  limiti   delTinsieme    di   questi  punti 
non  giacciano  su  l  e  non  formino  aree  ne  linee.  Ciò  porte- 
rebbe soltanto  una  lieve  alterazione   negli   sviluppi  che  se- 
guono. 
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in  modo  che  sia: 

^      \an\<^  £"N 
quindi  si  ha,  per  tutti  i  punti  x  del  campo  xi' : 


?*       Oh 


7l=n4-l  {X  —  Ch  )»'* 

e  la  serie  (1)  è  equiconvergente  in  ogni  campo  A' 
interno  ad  A. 

Nello  stesso  modo  si  dimostrerebbe  che  essa  è 
equicon vergente  in  o^ni  campo  B'  interno  a  B. 

Sia  ora  d  un  punto  di  l  che  non  coincida  con 
alcuno  dei  punti  e,  e  descriviamo  nel  campo  A  un 
cerchio,  di  raggio  p  <  1,  tangente  ad  /  in  d  e  non 
contenente  nel  suo  interno  ne  sul  contorno  alcun 
altro  punto  di  /;  *  sia  ;ro  il  centro  di  questo  cer- 
chio. Scelto  il  numero  n  come  prima,  e  detta  v) 
una  quantità  positiva  miuore  di  1  e  minore  della 
minima  distanza  dei  punti  Ci,  C2, . . . ,  o»  dalla  retta 
Xq  (/,  si  avrà  : 

i    l  «^         \        s 


dove; 


n 

s=  ^ 


ah 


Ciò  è  possibile  quando,  l  non  abbia  angoli  rientranti. 
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ah 


h=n-\-\    {^o~  Ch)' 


< 


quindi  : 


ah 


h=l  {Xq  —  Ch  )'"/• 


< 


S  as^ 


e: 


9"'  \F{co,)\<p^>^  —  +  c,m, 

Ne  segue,  per  l'arbitrarietà  di  ^i 
lim  p»'  F{oOq)  =  0, 

ossia,  con  scrittura  più  espressiva: 

lim  {cò^  —  dy^'F(XQ)=0. 

Se  d  e  uno  dei  punti  e,  per  esempio   e-,  si  di- 
mostra col  ragionamento  teste  esposto  che: 


lim  (^0  —  Cr)' 


F(Xo) 


ar 


(^0  —  Cr  y 


0, 


Xo=Cr 

ossia: 
lim    (Xo  —  Cr  )'»  FÌXq)  =  ar   lim    (^o  -  Cr  l"^-'"- 

quindi,  se  mr  <  w,   il  limite  è  zero,  se   mr  =  m, 
esso  è  ar . 

Ora  v'ha  certamente  almeno   un  valore  r  per 
cui  mr  =  m;  quindi  possiamo  asserire   che  v'ha 
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sulla  linea  /  almeno  un  punto  d  tale,  che,  facendo 
tendere  x  ad  esso  lungo  la  normale  condotta  nel 
campo  A,  il  prodotto  {x  —  dy*^  F{x)  non  tende  a 
zero.  Il  limite  di  questo  prodotto  è  a,- ,  se  d  coin- 
cide col  punto  Cr  . 

Anche  questi  ragionamenti  valgono  ugualmente 
quando,  invece  del  campo  A^  si  consideri  il  campo 
j5;  e  i  limiti,  per  uno  stesso  punto  di  /,  sono  i 
medesimi. 

243.  Di  qui   possono  trarsi  le   seguenti   con- 
clusioni: 

Il  prodotto  (x  —  d)"*F(x)  tende  allo  stesso  li- 
mite quando  x  tende  ad  un  punto  d  di  l  seguendo 
tanto  la  normale  interna  ad  A  che  quella  interna 
a  B;  e  questo  limite  non  può  essere  nullo  per 
tutti  i  puìiti  di  l. 

Se  lim  {x  —  d)^  F (x)  ^=  0  per  tutti  i  punti  d 

x-d 

di  /,  V  espressione  F(x)  ha  valore  nullo  (cioè  rap- 
presenta la  funzione  analitica  costante  zero)  tanto 
in  tutto  A  che  in  tutto  B. 

Se  si  ha  un' espressione  F{x)^  la  quale  sia  nulla 
in  tutti  i  punti  del  campo  A^  essa  lo  è  pure  in 
tutti  i  punti  del  campo  i5,  e  viceversa;  giacché, 
se  F{x)  è  nulla  in  A^  il  limite  considerato  è 
nullo  per  tutti  i  punti  di  /,  e  quindi  F(x)  è  nulla 
in  B. 

Se  due  espressioni  aritmetiche  Fi  (x)^  F-i  (x) 
della  forma  considerata  rappresentano  una  mede- 
sima funzione  analitica  in  A^  esse  rappresentano 
pure  una  medesima  funzione  analitica  in  B. 

Se  Fi  (x),  F2  (x), . ..,  Fn  (x)  sono  n  espressioni 
aritmetiche  della  forma  considerata^  le  quali  rap- 
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presentano  rispettivamente  in  A  e  in  B  le  fun- 
zioni analitiche: 

e  se  tra  le  f  sussiste  per  tutti  i  punti  di  A  una 
relazione  della  forma: 

dove  ^P  è  simbolo  di  funzione  razionale  intera,  tra 
le  '-P  esiste  per  tutti  i  punti  di  B  la  relazione: 

Infatti  l'espressione  aritmetica: 

<ì^{F,(,x),F.A-r:),...,Fn{x)), 

che  è  delia  stessa  natura  delle  F^  rappresenta  in 
A  la  funzione  analitica  ^  [fi  (^),  /2  (ór), . . .  ,fn  (x)) 
e  in  i?  la  <I^  ('-Pi  (x),  cp^  (^), .  . . ,  cp„  [x));  se  dunque 
una  di  queste  è  identicamente  nulla,  lo  è  anche 
l'altra. 

Le  cose  dette  mostrano  che,  quando  l' espres- 
sione aritmetica  che  si  considera  si  assoggetta  a 
certe  restrizioni,  le  funzioni  analitiche  che  essa 
rappresenta  nei  due  campi  separati  J,  B  non  sono 
pili  totalmente  indipendenti  l'uua  dall'altra,  ma 
al  contrario  v'ha  tra  esse  qualche  relazione;  ed 
anzi  che,  se  non  le  funzioni  stesse,  i  loro  prodotti 
per  là  distanza  dal  contorno  tendono  allo  stesso 
limite  sia  che  il  punto  mobile  si  avvicini  al  con- 
torno stando  in  A,  come  stando  in  B.  Y^  ha 
quindi  una  specie  di  continuità  attraverso  la  linea 
/,  e  le  due  funzioni  possono  dirsi,  in  senso  lato, 
la  continuazione  analitica  l'una  dell'altra. 
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244.  Poincaré  ha  osservato,  che  non  si  può 
parlare  di  continuazione  analitica  attraverso  una 
linea  chiusa,  a  meno  che  non  voglia  considerarsi 
qualunque  funzione  come  continuazione  analitica  di 
qualunque  altra.  Data  una  funzione  analitica  fi  (x) 
regolare  soltanto  nell'interno  d'una  certa  linea 
chiusa  ^,  e  presa  ad  arbitrio  una  funzione  anali- 
tica t\{^)  regolare  soltanto  all'esterno  di  essa, 
egli  divide  la  linea  l  in  due  parti  ^i,  ^-^  e  costrui- 
sce due  espressioni  Fi  (^),  F^  (x)  convergenti  in 
tutto  il  piano  tranne  rispettivamente  i  punti  di  l^ 
e  di  I2.  L'espressione  F  [x]  =  F^  [x]  +  F.2  {x) 
converge  in  tutto  il  piano  tranne  i  punti  di  /;  e 
Poincaré  mostra  come  possano  scegliersi  Fi  (x)^ 
Foix)  in  modo  che  F{x)  rappresenti  rispetti- 
vamente fi{x)  ed  f-?{x)  all'interno  ed  all'esterno 
di  l 

In  sostanza  il  risultato  ottenuto  da  Poincaré  non 
è  altro  che  quello  già  stabilito  da  Weierstrass 
(v.  art.  156  e  segg.).  Esso  però  non  infirma  punto 
le  asserzioni  di  Borei,  il  quale  vuole  soltanto  mo- 
strare come,  sottoponendo  l'espressione  aritmetica 
a  condizioni  poco  restrittive,  si  possa  far  sì  che 
le  funzioni  analitiche  da  essa  rappresentate  in 
campi  separati  non  sieno  più  tra  loro  indipendenti 
e  possano  quindi  considerarsi  come  continuazioni 
analitiche  le  une  delle  altre.  —  Interessantissima 
però  è  la  risposta  di  Borei  all'  osservazione  di 
Poincaré,  perchè  mette  in  chiaro  come  il  concetto 
di  funzione  uniforme  abbia  d'uopo  d'essere  ancora 
approfondito.  Ecco  in  che  cosa  essa  consiste. 

VlTAXTI.  21 
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245.  Se  ey  =x^  si  suol  scrivere,  come  è  noto: 

Posto  X  —  r  e^'i\  si  lia  : 

quindi,  poiché  ad  uno  stesso  valore  di  x  corri- 
spondono infiniti  valori  di  cp  (tutti  tra  loro  con- 
gruenti rispetto  a  2  ^),  la  ?/  è  una  funzione  ad  in- 
finiti valori.  Se  p.  es.  il  punto  x  descrive,  in  senso 
positivo,  una  curva  chiusa  contenente  l'origine,  y 
non  riprende  il  suo  valore  primitivo,  ma  aumenta 
di  2~^. 

Invece,  se  x  descrive  una  curva  chiusa  non  con- 
tenente 1^ origine,  e  se,  per  semplicità,  si  suppone 


ohe  dall'origine  possano  condursi  ad  essa  dae  sole 
tangenti,  l'argomento  ^  cresce  sino  ad  un  certo 
valore  massimo  <Pi,  poi  decresce  sino  ad  un  certo 
valore  minimo  •P2i  ©  infine  crescendo  di  nuovo  ri- 
prende il  valore  primitivo;  e  lo  stesso,  per  conse- 
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guenza,  ha  luogo  per  la  parte'  ìmaginaria  di  y. 
Se  pertanto  noi  vogliamo  dare  alla  funzione  Ig  x 
V  apparenza  d'una  funzione  uniforme,  dobbiamo 
impedire  al  punto  mobile  X  di  percorrere  curve 
chiuse  intorno  alForigine,  introducendo  una  sezione 
artificiale  costituita  da  una  linea  qualsiasi  che, 
senza  incontrare  se  stessa,  vada  dall'origine  al 
punto  all'infinito.  La  diciamo  sezione  artificiale, 
perchè  essa  non  è  affatto  una  linea  di  punti  sin- 
golari della  funzione,  ma  bensì  una  linea  che  noi 
non  vogliamo  considerare  come  appartenente  al 
campo  d'esistenza  di  essa. 

Indichiamo  costantemente  con  9  il  minimo  ar- 
gomento 2^ositivo  del  punto  a?,  e  stabiliamo  di  as- 
sumere come  calore  della  funzione  y  nei  punti  del 
piano  superiori  all'asse  reale  quello  appunto  in 
cui  o  è  il  minimo  argomento  positivo  di  ^,  ciò 
che  è  espresso  dalla  notazione: 

y=:ìgr  ^  i  o         (0  <  'f  <  ~). 

Prendiamo  dapprima  come  sezione  la  parte  ne- 
gativa dell'asse  reale.  Allora,  se,  partendo  da  un 
punto  X  superiore  all'asse  reale,  descriviamo  un 
arco  di  cerchio,  col  centro  nell'origine,  che  tagli 
la  parte  positiva  dell'asse  stesso,  detto  Xi  =  re*^^ 
un  punto  di  quest'arco  posto  sotto  l'asse  reale,  il 
valore  della  funzione  y  in  x^  sarà: 

Ig  r  +  i  ?  1, 

dove  2>j  è  V argomento  negativo  numericamente  mi- 
nimo di  a?!,  cioè: 
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Quindi,  stabilita  nel  modo  anzidetto  la  sezione, 
la  funzione  Ig  x  resta  definita  in  modo  unico 
come  segue  : 

La  sua   parte    reale   è  il  logaritmo   aritmetico 


del  modulo  di  X; 

Il  coefficiente  di  i  è  il  minimo  argomento  po- 
sitivo di  X  pei  punti  superiori  all'asse  reale,  il  mi- 
nimo argomento  positivo  diminuito  di  2  tt  pei  punti 
inferiori  a  quest'asse,  zero  pei  punti  della  parte 
positiva  dell'asse  reale. 

Noi  designeremo  questa  funzione  con  Oj  (x). 

Prendiamo  ora  invece  come  sezione  la  parte  po- 
sitiva dell'asse  reale,  e  definiamo  la  funzione  al 
di  sopra  dell'asse  stesso  come  prima.  Allora,  par- 
tendo da  un  punto  x  superiore  all'asse  reale,  e 
descrivendo  un  arco  di  cerchio  intorno  all'origine 
che  tagli  la  parte  negativa  di  tale  asse,  nel  punto 
,Ti  =  re*''/'i  di  quell'arco  posto  sotto  l'asse  reale  il 
valore  della  funzione  sarà: 

ìgr  +  i  cpi. 

Quindi,  nel  caso  attuale,  la  funzione  è  definita 
come  segue: 

La  parte  reale  è  la  stessa  di  prima  ; 

Il  coefficiente  di  i  è  il  minimo  argomento  po- 
sitivo di  X  per  tutti  i  punti  del  piano  non  appar- 
tenenti alla  sezione. 

Noi  designeremo   la  funzione  così  definita  con 

246.  Premesso  questo,  sia  r/  (x)  una  funzione 
intera,  e  sieno  fi  (x),  /g  [x]  due  funzioni  analitiche 
uniformi    aventi    per    sezione    rispettivamente    la 
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parte  negativa  e  la  parte  positiva  dell'asse  reale.  * 
La  funzione: 

0,  più  esattamente: 

■^,{x)  =  f^{x)  +  g(x)\(x\ 

è  uniforme,  perchè  alla  linea  che  volevamo  consi- 
derare come  una  sezione  per  la  funzione  0^  (x)  si 
^^  sovrapposta  una  vera  sezione,  o  —  come  può 
dirsi  —  una  sezione  naturale^  della  fi  {x).  In  al- 
tre parole,  l'intervento  della  funzione  f\{x)^  che 
non  è  regolare  nei  punti  dell'asse  reale  negativo, 
impedisce  al  punto  mobile  di  attraversare  questa 
linea,  e  con  ciò  rende  impossibile  il  manifestarsi 
della  polidromia  delia  funzione  \gx.  Così  può  av- 
venire che  la  somma  d'  una  funzione  uniforme  e 
d'una  non  uniforme  sia  una  funzione  uniforme. 

Le  stesse  considerazioni  possono  applicarsi  alla 
funzione  : 

'i.2{x)  =  U{x)-g{x)^o{x\ 

avente   per    sezione   la    parte    positiva    dell'  asse 
reale. 
La  somma: 

avrà  per  sezione  l'intero  asse  reale,  e  rappresen- 
terà quindi  al  di  sopra  e  al  di  sotto   di  esso  due 


*  Abbiamo  costruito  una  di  tali  funzioni  nell'art.  237. 
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funzioni  analitiche  diverse.  Infatti  si  ha: 

Q   /   V Q   ,   s^      (0  al  di  sopra  dell'asse  reale, 

^  (  —  2  ^  i  al  di  sotto  dell'asse  reale  ; 

quindi  F{x)  rappresenta  la  funzione: 

fi(oo)-\-Mco) 
al  di  sopra  dell'asse  reale,  la  funzione: 

al  di  sotto.  Di  più  tra  le  due  funzioni  non  esiste 
alcun  legame,  giacche  g  (pc)  può  essere  scelta  in 
modo  affatto  arbitrario. 

Pertanto  il  risultato  su  cui  si  basa  Poincaré  è 
dovuto  alla  circostanza,  che  le  funzioni  a  cui  egli 
ricorre  sono  bensì  uniformi,  ma  lo  sono  divenute 
per  la  sovrapposizione  d'una  sezione  naturale  di 
un  loro  sommando  ad  una  sezione  artificiale  d'un 
altro  non  uniforme. 

247.  Il  fatto  paradossale,  che  la  somma  d^una 
funzione  uniforme  e  d'una  non  uniforme  può  es- 
sere una  funzione  uniforme,  mostra  che  la  defini- 
zione ordinaria  di  uniformità  dev'essere  modifi- 
cata. 
Borei  propose  la  seguente  definizione: 
Sia  F{x)  un'espressione  aritmetica,  e  sia  1  l'in- 
sieme dei  poli  dei  suoi  termini.  La  funzione  ana- 
litica f{x)  rappresentata  da  F{x)  in  un  certo 
campo  connesso  C  si  dirà  uniforme^  se,  presi  due 
punti  qualunque  del  campo  non  appartenenti  nò 
ad  /  né  ad  I',  si  potrà  congiungerli  con  una  li- 
nea non  passante  per  alcun  punto  di  J,  su  cui  la 
serie  F{x)  sia  assolutamente  ed  uniformemente 
convergente. 


Complem.  della  teoria  delle  funz.  analitiche.    327 

L'espressione  aritmetica  F{x)  abbia  ancora  la 
forma  : 

°°  ah. 

^    ^         ;^=l  (X  —  Ch  )"'*' 
oo 

e  non  solo  ^    \  ah\  sia  convergente,  ma  sia  inol- 
tre  possibile  trovare  una  successione   di  quantità 

co  oo     I  (^ij^  I 

positive  Si,  lo, . . .  tali,  che   ^   '~h  e    ^   — -  siano 

7i=l  Ji=l   ih"'^ 

convergenti.  *  Scegliamo  poi  un  numero  n  tale  che 
sia: 

h=z)i+l  2  h=n-\-l   ^h  '"* 

c  esseado  una  quantità  positiva  arbitraria. 

Prendiamo  due  punti  qualunque  p,  q  non  appar- 
teueuti  all'insieme  I  dei  punti  Ch  né  al  suo  deri- 
vato /';  noi  potremo  descrivere  intorno  ad  essi 
due  cerchi  y,  o  di  raggio  p  abbastanza  piccolo 
perchè  non  contengano  alcun  punto  di  /  ne  di 
1'.  1  cerchi  passanti  pei  punti  p,  q  hanno  tutti 
il  centro  sulla  retta  l  che  biseca  ortogonalmente 
ì'd  p  q,  e  noi  indicheremo  con  eh  il  centro  del  cer- 
chio passante  pei  punti  p^  g,  Ch .  Sulla  retta  l 
prendiamo  un  intorno  simmetrico  rj^,  di  lunghezza 


oo 

*  P.  es.,  se    S    1  ah  |""*"^^   è    convergente,   basta    porre 
1 
-:;.  =  !  Oh  1""»^^ 
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2  £A ,  di  ciascun  punto  en  per  cui  h>n\  la  som- 

co 

ma  di  tutti  questi  intorni,  che  è  2    2     e;^ ,   sarà, 

per  la  prima  delle  (2),  <  cr.  Se  quindi  sulla  retta 
l  prendiamo  un  segmento  s  ^  di  lunghezza  >  ff, 
esso  non  potrà  essere  ricoperto  completamente  da 
segmenti  rih .  Per  fissare  le  idee,  supporremo  s  e 


Fiff.  7. 


t  equidistanti  dal  punto  d'intersezione  r  della  l 
colla  p  q.  Prendiamo  dunque  su  l  un  punto  m 
esterno  a  tutti  i  segmenti  r^h  (Ji  >  /^),  e  non  coin- 
cidente con  alcuno  dei  punti  ^i,  62, ...  ^  en  ;  l'arco 
di  cerchio  a  [m)  di  centro  m  passante  .per  p  e  q 
non  conterrà  alcuno  dei  punti  Ch  ;  le  distanze  dei 
suoi  punti  dai  punti  q,  C2, . . . ,  Cn  ammetteranno 
un  minimo  positivo  0.  Di  più,  se  con  a^  (m)  si  in- 
dica la  parte  dell'  arco  p  q  ài  centro  m  esterna 
ai  cerchi  y,  0,  e  analogamente  con  ^{eh)  e  con 
^i{eh)  l'arco  p  q  ài  centro  en  e  la  parte  di  esso 
esterna  ai  cerchi  y,  0,  infine  con  d  la  distanza  di 
un  punto  qualunque  di  a  {m)  da  un  punto  qualun- 
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que  dì  3^1  (eh  ),  si  avrà  : 

d^'  .rneh^"^ 


*  Per  giustificare  quest'  asserzione  di  Borel  occorre  una 
dimostrazione  alquanto  lunga,  che  mettiamo  in  nota  per 
.non  interrompere  il  filo  dell'esposizione  nel  testo. 

Sia  a  un  punto  del  tratto  s  r;  noi  vogliamo  anzitutto 
trovare  un  limite  inferiore  per  la  minima  distanza  di  a  iti) 
da  «1  (s).  Indichiamo  rispettivamente  con  /,  v  ì  punti  di  in- 
contro di  «(5),  a  («)  con  rf,  non j\  ivi  loro  punti  d'incontro 
colla  circonferenza  y.  Poiché  l'arco  //  ha  lunghezza  mi- 
nore dell'  arco  v  ir,  ed  inoltre  appartiene  ad  un  cerchio  di 
raggio  maggiore,  sarà  A  ^ PJ  <  twpw,  e  quindi: 
t\ipv  <  hj  p  tv. 

Ora: 

j  tv  =  2p  sen  -^  Jp  te  >  p  sQuj'p  ic\ 

quindi  a  maggior  ragione: 

j  w  >  p  sen  ip  r. 


u. 

Fig.  8. 
Ma  si  ha  : 
sen  ì  p  f  =  sen  rp  v  cos  rj)  i 
__  rp  ir  V  —  r  /i 
2J  V  .p  i 


cos  r p  V  sen  ri)  i  = 
rp.  tv 
pv  .  p  P 
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dove  T  è  una  costante  positiva  che  dipende  dalla 
posizione  dei  punti  p,  g,  s,  ^,  e  dal  raggio  p  dei 
cerchi  y,  5,  e  che  possiamo  anche  supporre  minore 
di  1.  — -  Se  dunque  ^  è  un  punto  dell'arco  a^  [m), 
si  avrà,  ricordando  che  ch  sta  su  a^  (e/^  )  : 

per  h^n^  |  ^  —  ca  |  ^  0  ; 

per  /i >  w,  \  X  —  Ch  \  ^  ^  .  m  eh> '^  ^h . 


e  poiché  pv'^rp\j2<2 


rp\ 


^     tv 
Ben  ipv>  ^ — r. 

Ora: 

/  f  =  5  t^  -j-  u  f!  —  si=  s  u  —  [sp  —  iip)  ; 

se  da  u  si  conduce  u  z  perpendicolare  ad  ap-,  si  ha  zp  <  up^ 
quindi: 

s z>  sp  —  u p, 

e  inoltre  dal  confronto  dei  triangoli  s  z  n,  s  rj)  si  ha  : 

s  z  __s  r 
s  li      sp^ 
quindi: 


( ^         s  r\  r  l 

U  —  a  Z  =  i:>  u\ì 1  =  6-  M  — , 

\  sp  ap 


Ben  ip  v>  -_ — .  ò-  «, 

2  sp .pi       ' 


donde  finalmente: 


p  .ri 

J  tv  >    -■' r  S  II. 

2sp  .pi 


La  minima  distanza  ?  di  a  (w)  da  «^  [s]  passa  certamente 
per ./ e  si  trova  iva  j >v  ed  j'j):,  essa  è  evidentemente  mag- 
giore della  distanza  jt/  dì  j     dalla  retta  i> /f.  Ora: 

1    . 

J  y  ~J  IV  C08  yj  IV  =  j  w  cos  —jp  ìv. 
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Ne  se^irue: 


n 


I  «/^  I  ^2     Wn  I 


che  è  una  quantità  finita  e   determinata;  inoltre, 


inoltre  : 


quindi: 


hjpw  +  j\rpj<~. 


jy>j  w  eoe  |-^ ^-    rpj  J  = 

=^  <i-  sen  ^^  +  --   ri?/  J  >jic  sen  ^--  +  ^-    rjnY 


e  infine: 


^  .  ;•  /  .  sen  (^  -r  -5-  >'i^i*  ) 
>  J  y  > ^-^^ r-:^ -'  s  u. 


8p  .p  i 
Poniamo: 

,^.r/.8en|-^--f  2    rpi^ 

'~  TspTpl  ' 

sarà: 

La  quantità  r  dipende  soltanto  dalla  posizione  dei  punti 
j?,  q,  dalla  lunghezza  del  segmento  8  t  (supposto  simmetrico 
rispetto  ad  /■)  e  dal  raggio  dei  cerchi  */>  ^\  essa  è  indipen- 
dente dalla  posizione  del  punto  u. 

Se  ora  si  prendono  sul  segmento  st  due  punti  s',  u'  tali 
che  il  segmento  6-'  a'  sia  eguale  al  segmento  s  u  e  diretto 
nello  stesso  senso,  è  evidente  che  la  minima  distanza  di 
a.{u')  da  ^'i  {si  sarà  maggiore  di  quella  di  a  («)  da  «i  {s)\ 
essa  quindi  sarà  maggiore  di  r  .  s'  u\  come  si  voleva  di- 
mostrare. 
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tenuto  conto  della  seconda  delle  (2): 


cth\       _     ~       I  an  I 


oo 


h 

Dunque  la  (1)  è  assolutamente  ed  uniformemente 
convergente  su  tutto  l'arco  a^  (m).  Può  dirsi  per- 
tanto in  generale,  che  la  serie  (1)  è  assolutamente 
ed  uniformemente  convergente  su  ogni  arco  p  q 
non  passante  per  alcuno  dei  punti  Ch  . 

Supponiamo  che  i  punti  cu  sieno  densi  su  tutta 
una  linea  chiusa  /;  la  F{x)  rappresenterà  ri- 
spettivamente le  funzioni  analitiche  f^  (x)^  f^  (^) 
nello  spazio  interno  A  e  nello  spazio  esterno  B 
ad  /.  Nel  senso  della  nuova  definizione  però  le 
f\  Wi  /2  W  i^on  formeranno  che  una  sola  fun- 
zione uniforme^  giacche,  presi  due  punti  qualun- 
que rispettivamente  in  A,  J5,  si  potranno  trovare 
infiniti  archi  di  cerchio  che  li  cougiungano  senza 
passare  per  alcun  punto  Ch,  e  su  ciascuno  di  que- 
sti archi  F{x)  sarà  assolutamente  ed  uniforme- 
mente convergente. 

248.  Mostriamo  ora  come,  colla  nuova  defi- 
nizione, non  possa  avvenire  che  la  somma  d'una 
funzione  uniforme  e  d' una  funzione  non  uniforme 
sia  una  funzione  uniforme. 

Kiprendiamo  la  funzione  già  considerata: 

^i{0G)^f^{x)-\-g[x)\^x 
avente    per   sezione   la  parte    negativa    dell'  asse 
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reale.  Se  p,  q  sono  due  punti,  l'uno  superiore, 
r altro  inferiore  all'asse  reale,  può  accadere  che  so- 
pra certi  archi  di  cerchio  p  q  attraversanti  l'asse 
reale  negativo  fi  (oo)  sia  continua;  ciò  avviene  se 
fi{oo)  è  rappresentata  da  un'espressione  aritme- 
tica della  forma  da  noi  considerata,  perchè  allora, 
i  punti  Ch  formando  un  insieme  numerabile,  esi- 
stono infiniti  archi  p  q  che  tagliano  V  asse  reale 
negativo  in  punti  diversi  da  quei  punti.  Però, 
qualunque  sia  l'arco  di  cerchio  che  si  considera, 
purché  attraversante  Tasse  reale  negativo,  la  fun- 
zione Ig  ^,  0  più  precisamente  Oj  (^),  su  dì  esso 
non  è  continua:  giacche,  se  con  s  si  indica  una 
quantità  positiva  piccola  a  piacere,  in  un  punto 
00  =  re^^~^^  si  ha: 

in  un  punto  w  =  r e*^'^'^^^  si  ha: 

Oi(^)  =  lgr-f  i(-^  +  s), 

sicché  nel  passaggio  attraverso  l'asse  reale  nega- 
tivo ha  luogo  una  discontinuità  di  —  2  ~.  Pertanto, 
se  si  ha  un'espressione  aritmetica  F{x)  che  rap- 
presenti la  Oj  (x)^  essa  non  potrà  essere  conver- 
gente assolutamente  ed  uniformemente  sopra  alcun 
arco  pq  che  attraversi  l'asse  reale  negativo.  La 
stessa  cosa  potrà  dirsi  d'una  funzione  analitica 
che  rappresenti  o^  (x)^  sicché  ©i  (x),  nel  senso 
della  nuova  definizione,  non  sarà  una  funzione 
uniforme. 

249.  Fabry  ha  esposto  dei  concetti  affatto  si- 
mili a  quelli  di  Borei.  —  Se  e?  è  un  punto  d'una 
linea  singolare  l  d'una  funzione  f{oo),  può  avve- 
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nire  die,  tendendo  ^  a  o?  lungo  una  linea  non  tan- 
gente ad  /,  f{^)  e  tutte  le  sue  derivate  tendano 
a  limiti  determinati  e  finiti;  in  tal  caso  d  può 
dirsi  un  punto  singolare  non  assoluto^  in  questo 
senso,  che,  se: 


71=1  {X  —  Ch  )'"* 

è  un'espressione  aritmetica  rappresentante  la  fun- 
zione analitica  f{x)^  d  non  è  uno  dei  punti  Ch, 
ma  soltanto  un  punto  limite  dell'insieme  di  questi 
punti.  Dopo  ciò,  sia  l  una  linea  chiusa  la  quale 
divida  il  piano  in  due  campi  A^  i?,  e  sieno  fi  (^), 
^2  {x)  due  funzioni  analitiche  esistenti  rispettiva- 
mente in  questi  due  campi.  Se,  quando  X  va,  nel 
modo  anzidetto,  ad  un  punto  d  di  l,  che  non  ap- 
partenga ad  un  certo  insieme  numerabile  di  punti, 
le  due  funzioni  e  le  loro  derivate  tendono  agli 
stessi  limiti,  le  funzioni  fi  (x)^  f^  {x)  possono  con- 
siderarsi come  un'unica  funzione. 

250.  Picard,  pur  adottando  il  concetto  della 
continuazione  analitica  attraverso  una  sezione 
chiusa,  vuol  effettuarla  con  un  metodo  differente, 
cioè  uscendo  dal  piano  della  variabile  complessa. 
Sia  f  {x)  una  funzione  analitica  esistente  in  un 
campo  G  racchiuso  da  una  linea  l.  Se  si  pone 
X  =^u  ■{■  i  v^  si  ha  : 

f  (^)  =  ^'-  {u,  v)  +  i  V  {u,  v), 

dove  u-  {u,  v)^  V  {u,  v)  sono  funzioni  reali  delle  due 
variabili  reali  u,  v.  Tentiamo  ora  di  costruire  una 
funzione  reale  di  3  variabili  reali,  <?  (w,  v^  iv)y  la' 
quale  sia  finita  e  continua  per  2^'  =  |  =  0,  qualunque 
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sieno  u  e  t?,  e  per  id  -  0  e  per  le  coppie  di  va- 
lori ?<,  V  corrispondenti  ai  punti  x  del  campo  C 
si  riduca  a  «•  (w,  tO-  ^e  P^p  ?r  =  0  e  per  tutte  le 
coppie  di  valori  w,  v  corrispondenti  ai  punti  d'un 
campo  D  separato  da  C  dalla  linea  /  la  9  {?/,,  r,  ic) 
ha  valore  finitO;  V  insieme  di  questi  valori  costi- 
tuirà una  funzione  ^i  (?<,  v)  che  potrà  considerarsi 
come  la  continuazione  analitica  di  u-  {u,  r)  oltre  la 
linea  /.  Siccome  poi  (art.  127),  data  la  parte  reale 
d'una  funzione  analitica,  la  sua  parte  imaginaria 
è  determinata  a  meno  d'una  costante  additiva, 
così  si  potrà  determinare  nel  campo  D  una  fun- 
zione V,  (?/,  v)  tale  che  w-i  (?/,  v)  -f  i  ^\  (?^  v)  sia  una 
funzione  analitica  fi  {x)  ;  la  costante  arbitraria  po- 
trà fissarsi  colla  condizione  che  se,  tendendo  x  ad 
un  punto  d  ài  l  nel  campo  C,  f{x)  tende  ad  un 
limite  determinato,  allo  stesso  limite  debba  ten- 
dere fi  (x)  quando  x  si  avvicina  indefinitamente  a 
d  nel  campo  D. 

Sia,  p.  es.,  Ci,  f.j, ...  un  insieme  numerabile  di 
punti  denso  sopra  una  linea  chiusa  /,  f(x)  la  fun- 
zione analitica  rappresentata  nello  spazio  C  interno 
a  questa  linea  dall'espressione  aritmetica: 


(=1   X  —  Ch 


dove  le  an  sono  numeri  reali.  Posto  cu  =  Vi  +  i  ?/j, 
si  avrà  entro  C: 

/•(.r)  =  F(,r)=  ^  "" 


7,=1  {il  —  OLJi.  )  -j-   i  [v  —  ph  ) 
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quindi: 


V  \%i^  t; j  =  ~     2.     ^ — 

7i  =  l  {U  —  a/i  )2  4-  (tj  —  6;^  )' 

Poniamo  : 


la  9  (w,  i;,  «<;)  ha  le  proprietà  volute,  e  quindi  può 
servire  ad  effettuare  la  continuazione  analitica 
della  funzione  f{x)  oltre  la  linea  /. 

Refazioni  tra  le  singolarità 
di    due   funzioni    analitiche.  ^ 

« 
251.  Siene: 

oo  oo 

f{x)  z=   :l    aiiX^ ,     q>  (x)  =    ^    hh  x''' 

due  serie  di  potenze  aventi  lo  stesso  raggio  di 
convergenza  finito  p. 

Se  è  possibile  trovare  una  costante  Jc  tale,  clie 
la  serie  di  potenze: 

oo 

^{x)  =  fix)-k'f{x)=    2   (aii~hhh)x^ 

h=0 


*  Dell'Agnola  1,  ]3orp:l  21,  26,  Fabry  50,  Hadamard 
70,  71,  72,  HuRWiTZ  81,  Leau  95,  Pinciierle  148,  155,  156, 
158.  Ricerche  alquanto  più  generali  furono  ultimamente 
esposte  da  Pincherle  (150). 
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abbia  raggio  di  convergenza  maggiore  di  e,  si  dice, 
secondo  una  denominazione  proposta  da  Pincherle, 
che  le  due  serie  date  sono  egualmente  singolari. 
Il  concetto  d'eguaglianza  così  introdotto  soddi- 
sfa alle  tre  condizioni  fondamentali  più  volte  ac- 
cennate (v.  art.  12).  Infatti: 

a)  Una  serie  f{x)  è  egualmente  singolare  di 
se  stessa,  giacche,  presa  A;  =  1,  la  serie  f(x)  —  f{x)^ 
che  è  identicamente  nulla,  può  considerarsi  come 
una  serie  di  potenze  avente  raggio  di  convergenza 
infinito; 

b)  Se  f{x)  e  egualmente  singolare  di  y  Wi 
anche  '^  (x)  è  egualmente  singolare  di  fi-c);  giac- 
ché, se  f  (x)  —  k  'f  {x)  ha  raggio  di  convergenza 
p'  >  p,  lo  stesso  raggio  di  convergenza  ha  la  serie 

Y  (:r) —  f  (.i),  che  ne  differisce  solo  per  un  fat- 

toro  costante; 

cj  Se  f(x)  e  ^(x)  sono  egualmente  singolari, 
e  COSI  cp  {x)  e  w  (x)^  lo  sono  pure  /  (x)  e  io  (x).  — 
Invero,  se  è  possibile  trovare  due  costanti  Ar,  ki  tali, 
che  f{x)  —  k  -p  (x)  e  o{x)  —  h^  w  (x)  abbiano  raggi 
di  convergenza  p',  o"  ambidue  maggiori  di  p,  con- 
siderando invece  di  questa  seconda   serie  l'altra: 

k  o(x)  —k  ki  w  (x)^ 

che  ne  differisce  solo  per  un  fattore  costante,  ed 
applicando  il  teorema  dell'art.  92,  si  può  conclu- 
dere che  il  raggio  di  convergenza  della  serie: 

H=c)  =  [f{x)-k^{x)]  + 
+  [h  o  (.r)  -  /.■  il  0)  (.j-)]  =f{x)-  h  A-,  w  {x) 
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non  è  minore  ne  di  p'  ne  di  p",  e  quindi  è  mag- 
giore di  p,   il  che    prova    che    f(x)   e   o)  (x)   sono 
egualmente  singolari. 
252.  Se: 

CX3  00 

f(x)  =    ^    ahx^ ,     o  (x)  =    -    bh  x/^ 

sono  due  serie  dì  potenze  egualmente  singolari.,  e 
se,  al  crescere  indefinitamente  di  \  il  rapporto 

— —  tende  ad  un  limite  finito  e  diverso  da  zero, 
ah 


allo  stesso  limite  tende  —^ — - 

Oh 


Posto: 


lim  =  — ,        bh  —  Ih  ah  ,  (1) 


I  e  1  =  p  sarà  (art.  90)  il  raggio  di  convergenza 
di  f(x)^  e  quindi  di  9  (^),  mentre  la  serie: 

^{x)=^f{x)  —  k'j>(x)=    ^    {ì'-klh)ahx^, 

h=0 

dove  7c  è  uua  costante  opportunamente  scelta, 
avrà  raggio  di  convergenza  p'  >  p,  e  però  sarà  as- 
solutamente convergente,  p.  es.,  per  un  valore  di 
X  preso  in  modo  che  sia  p  <  ^  <  c\  ^  designando 
come  sempre  il  modulo  di  x.  Poiché  pertanto  la 
serie  : 

e» 

2    \ì-klh\\  ah  I  V^ 

h-O 
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è  convergente,  sarà: 

lim  (1  —klh)ahV'  =  0', 

h=co 

presa  quindi  una  quantità  positiva  arbitraria  s, 
potrà  determinarsi  un  numero  in  tale  che  per  ogni 
h  >  m  sia  : 

i  l~kh\^kV^<-.,  (2) 

Vi  denotando  il  modulo  di  ah-  D'altra  parte,  poi- 
ché dalla  prima  delle  (1)  segue: 

7/=oo     a/i  p 

presa  una  quantità  <?  tale  che  sia  p  <  ^  <  i,  potrà 
trovarsi  un  immero  n  tale  che  per  ogni  h  ^  ìì  sia  : 

Ne  segue,  per  h  >  n  : 

Oft,  1 

e  quindi:  ^ 

/  r    ?i 

Combinando  questa  relazione  colla  (2),  si  ha  per 
ogni  h  maggiore  di  m  e  di  n: 


^-^•'"l<od^(f)"'  (3)- 
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ma 


lim   l-r-l  =0,  quindi 


ossia  : 


lim  (\  —  klh)=^0, 

lìZ=.00 


lim     lh  =  -r  ' 

h—oo  h 


Questa  relazione  può  scriversi  anche: 
lim  lh+\  =  —  ; 

h-=oo  le 


ne  seirue: 


lim   — —  =  1, 

U—oo     ih 

ossia,  ricordando  il  valore  di  ln\ 

,.      hh^\      ,.      a/i+i        1 
lim  — —  =  Iim  =  — 

^=00     Oh  h=oo     ah  C 


253.  Dalla  (3)  dell'art,  prec.  segue: 


T-H< 


7)   T' 


2\k\' 


dove  si  è  posto: 


=  TTi      ^  ==  '^  <  1  ; 


a„  (7" 


2 


scrivendo  la  stessa  relazione  per  un  altro  indice 
^  >  h,  si  ha: 


li 


7)   T»  7]  T^* 
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e  quindi,  sottraendo  le  due  relazioni: 

I  Ih  -li\< 


I  k\  ' 

dove  i  è  un  indice  qualunque  maggiore  di  h. 
254.  Sia: 

^Oi    ^li    ^2i  •  •  • 

una  successione  di  quantità  avente  un  limite  e  fi- 

ex» 

nito  e  diverso  da  zero,  e  sia   2   ahx^^  una  serie 

h=Q 

di  potenze  avente  raggio  di  convergenza  p'  >  p, 
dove  p  =  I  e  I  .  La  serie  semplice  P(x)  in  cui  può 
convertirsi  la  serie  doppia: 


\.  Ch      '     Ch  CA-j-l    '    *  *  *J 


CX) 

2  ah 

h=0        L  Ch  Ch  C/i-j-1 


ha  raggio  di  convergenza  p,  tranne  il  caso  in  cui 
sussista  la  relazione: 

oo 

2    ah  Co  Ci. ..  Ch-i  =  0,  (1) 

h=0 

nel  qual  caso  il  suo  raggio  di  convergenza  è  al- 
meno eguale  a  p'.  ** 


*  Si  suppone  che  le  Ch  sieno  tali  da  rendere  soddisfatte 
le  condizioni  per  la  trasformabilità  della  serie  doppia  in  se- 
rie semplice. 

**  PixcHERLE  dimostra  questo  ed  altri  teoremi  coiraiuto 
del  suo  calcolo  funzionale  distributivo^  noi  abbiamo  ridotte 
le  dimostrazioni  a  forma  elementare,  per  renderne  possibile 
la  lettura  anche  a  chi  non  conosce  i  principi  di  questa  fe- 
conda ed  interessante  teoria. 
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Si  ha; 


0  Ch  Ch-\-\  .  .  .Cr 


cx)    r         r 

P{x)=    ^    \x^   S 

r=0  L        h= 
oo    r         ^r  r  l 

—     2 V      ^^^  CqCi.  .  .  Ch-Ì     , 

;~0  1^0  Cj  .  .  .  Cr    h-0  J 


ossia 


dove: 


èr 


P0.)=    ^    7-7- V' 


^    ah  Co  Ci .  . .  c/i-i- 

/i=0 


(2) 


Prendasi  una  quantità  0  tale  che  sia  p<0<p'; 
si  potrà  trovare  un  numero  n  avente  la  proprietà 
che,  per  ogni  h  ^  n,   \  Ch\  <  Q.  Si  avrà  allora  : 


^    ah  Co  Ci .  . .  c/j  - 1  = 

oo 

=  Co  Ci  .  .  .  Cn-\     ^     ah  Cn  Cn+1  .  .  •  C/i~l, 
h—n 

oo  j  ]^      oo 

^     a?i  Cn  Cn-\-l  .  .  .  Ch-1      <  ^     ^     ^'h  ^'*  , 
h=n  I  9"  fe=H 


la  quale  ultima  serie  ò  convergente  perchè: 


7^=0 


ahx' 


ha  raggio  di  convergenza  maggiore  di  0.  Ne  se- 
gue che  la  serie: 


oo 

V 

h=^0 


ah  Co  Ci . . .  Ch-1 
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è  assolutamente  convergente,  ossia  che  h,-,  al  cre- 
scere indefinitamente  di  >*,  tende  ad  un  limite  de- 
terminato e  finito.  Poniamo: 

oo 

lim  hr  =    ^    ah  Co  Ci. . .  Ch~\  =  J?. 

Presa  una  quantità  C>  |  /?  I  ,  potrà  trovarsi  un 
numero  m  tale  che  per  ogni  r  ^  m  sia  !  òr  |  <C  C. 
D'altra  parte,  se  (^  è  una  quantità  positiva  minore 
di  p,  potrà  trovarsi  un  numero  n  tale  che  per  ogni 
r  ^  n  sia  \  e-  \>  «?.  Si  avrà  allora,  indicando  con 
8  un  numero  non  minore  di  m  ne  di  w. 

~  hrX''  1  «>  hrX'' 

2i    ■  i 


r^s  CqCi.  .  .  Cr  CqCi.  .  .  Cs    r=8  Cs-\-l  Cs-t-2  .  .  .  Cr 


2.  .  .Cr  ,-=s  \  <J  / 


.     r=s  Cs+1  Cs+' 

Ma  la  serie  del  secondo  membro  di  quest'ultima 
relazione  è  convergente  per  ogni  ;  <  <7,  e  «7  è  una 
quantità  soggetta  alla  sola  coudizione  di  essere 
minore  di  p,  quindi  la  serie  (2)  è  convergente  per 
ogni  I  a;  1  <  p,  e  però  il  suo  raggio  di  convergenza 
non  può  essere  minore  di  p. 

Dobbiamo  ancora  dimostrare  che  condizione  ne- 
cessaria e  sufficiente  affinchè  il  suo  raggio  di  con- 
vergenza sia  maggiore  di  p  è  che  sia  soddisfatta 
la  (1),  0,  ciò  che  è  lo  stesso,  che  sia  p  =  0. 

Supponiamo  che  la  (2)  sia  convergente  per; 

U  I  =-  ;  >  ?, 
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Trovato^  un  numero  n  tale  che  per  ogni  h  ^  ìi  sia 

\c}i\<i  ;,  si  avrà  : 

2     \hr 


r=n  I  Co  Ci  ...  Cr  | 

Pn  oo  yf-n 


\  CqCi  .  .  .  Cn  I  r=n  |  Cn+1  .  .  .  Cr 

hi  OQ 

I  Co  Ci  ...  Cji  I  r=« 

ma  la  serie    del   primo    membro   è    convergente, 

oo 

quindi  lo  sarà  anche    2    \br\,  donde  segue: 

r=n 

lim  &r  =^  0, 

r=c50 

ossia  p  =  0. 
Reciprocamente  siap  =  0;  potrà  scriversi: 

r  oo 

^     a7^  Co  Ci  .  .  .  C/i-1  +       -       CM  Co  Ci  ...  CA-  1  —  0, 

ossia  : 

oo 

hi-  -  —      ^      a/i  Co  Ci . .  .C//-1, 
quindi  : 

oo     r  oo  1 

P{x)  ^~     :ì     W        ^       ah  Cr -f-l  C/-+2  .  .  .  Ch~\     = 
r— 0  L        h=r-\-l  J 


?=  —     -     rtr  iC 
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dove; 

oo 
dr  =       2       ah  Cr+1  Cr+2  .  .  •  Ch-l. 

Presa  una  quantità  6  tale  che  sia  p  <  0  <  p',  può 
trovarsi  un  numero  n  avente  la  proprietà  clie  per 
ogrni  h  ^  n    sia    \  ch\  <  9.   D' altra   parte,   poiché 

oo 

-    ah  x^''  ha  raggio  di  convergenza  o'  >  p,  presa 

una  quantità  >  tale  che  6  <  ^^  <  p',  e  detto  M  il 
massimo  modulo  della  serie  considerata  sulla  cir- 
òonferenza  di  raggio  À  col  centro  nell'origine,  sarà 
(art.  103): 

M 


Ne  segue,  per  ogni  v^  n  —  1  : 

oo        {^h—r-\  y  oo        /  fj  \h 

\dr\<M      ^Z       ---z^-^       2       U 

M 


Ir  (X  --  6)  ' 


quindi  : 


oo 


2        dr  X'-       < 


I     .     M 


la  quale  ultima  serie  è  convergente  per  ogni  ;  <  >. 
Ma  X  è  soggetto  alla  sola  coudizione  di  essere  mi- 
nore di  p',  quindi  può  concludersi  che  il  raggio  di 
convergenza  della  P(x)  è  almeno  p'. 


346  Parte  terza. 


oo  oo 

255.  Siano  ^  anx^  e  S  an^^"^  x^  due  serie  di 

potenze  i  cui  raggi  di  convergenza  siano  maggiori 
d' una  certa  quantità  p,  e  si  deducano  da  esse  ri- 
spettivamente (col  processo  del  precedente  articolo) 
le  serie: 


oo    r           /y.r  r 

P{x)-=    ^ ~ ^ 

,-0  LCo  Ci  .  .  .  Cr    Ji=' 
oo    r  rf,r  ^'       n 

P(i)(rr)=   ^ ^   a) 

r=:0  [Co  Ci...  Cr    h=0    "^ 


OhCQ  Ci  .  .  .  C/i-l   , 
0  J 


(1) 

CqCi.  .  .C/i-1    , 


aventi  ambedue  raggio  di  convergenza  p;  queste 
due  serie  sono  egualmente  singolari. 

Perchè  il  raggio  di  convergenza   di  P(x)  e  di 
Pi^' (x)  sia  p,  deve  essere: 

oo  oo         .j^ 

2    ahC^)Cl..  .Ch-i=\  =  0,    ^    (/,   t'o^i . .  .c/i-i-|=0. 
Dopo  ciò,  se  facciamo: 

oo 

^    ah  CqCi.  . .  ch-i 

k=-'^^ ,         (1) 

i.    a.    Co  Ci  . . .  Ck-i 
e  se  dalla  serie: 

deduciamo,  col  metodo  dell'art,  prec,  la  serie: 

oo    r  ^r  r        /.)\  "j 

P(2)(a.O-    ^     ^    a;coCl...c;^-lU= 

r=0  LCo  Ci  .  .  .  Cr    h=^0      '^  J 
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avremo,  in  virtù  della  (1): 

2    a^  CqCi.  ..  ch-i  =  0. 

7l=0      "' 

Ne  segue  che  P^^^(x)  ha  raggio  di  convergenza 
maggiore  di  p,  e  quindi  che  le  serie  P{x)^  P^^^{x) 
sono  egualmente  singolari. 
256.  Data  una  serie: 

e» 

w  (x)  z=    2    qfi  x^ 
avente  raggio  di  convergenza  p,  e  tale  che: 

;i=roo    qh  e 

dove  I  e  i  =  p,  qualunque  serie  egualmente  singo- 
lare di  w  (fc)  può  ottenersi  mediante  V applicazione 
del  processo  delV  art.  254  ad  una  serie  avente 
raggio  di  convergenza  maggiore  di  p. 

e» 

Noi  supporremo  data  una  serie  Q{x)=^  2  ah  xh 
egualmente  singolare  di  w  (j?),  e  dimostreremo  che 
esiste  una  serie    ^   gu  x^^ ,  avente   raggio   di  con- 

h=0 

vergenza  >  p,  dalla  quale  si  può  dedurre  col  pro- 
cesso accennato  la  serie  Q  (x). 
Se  poniamo: 

ah  =  Ih  qh  ,  (1) 


348  Parte  terza. 


avremo  (art.  252,  253): 

lim   ^^  =  1 

n^oo    In  ,  ^2) 

Ih  —  li  \<  7^-7        per       /  >  h 
I  1^  I 

Scegliamo  le  cn  come  segue: 

—  -Co,     —  —  Ci,     —  =^C2,...,     -"~-=:=:C/,,...,    (3) 
(/o  ^1  ([%  Qh 

da  cui: 

g/,  =z  ~ ;  (4) 

Co  Ci  C2  .  .  .  C/i 

poniamo  inoltre: 

^0  =ffo 

h   =ffo  +  ffìCo 

k  =  9o  +  ^1  Co  +  ^2  Co  Ci 

Ih  =  ^0  +  ^1  Co  -r  ^2  Co  Ci  +  . . .  +  ^A  Co  Ci  . . .  Ch-\ 

/ 

da  cui: 

Ih  —  lh-\ 

9h  = ■ . 

CqCi  . , .  Ch-\ 

Sarà  per  la  seconda  delle  (2)  e  per  la  (4): 

I  /j  I  I  Co  Ci . . .  Ch-\  I         I  A:  I 


(5) 
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quindi  : 


Poiché  ~<1,  potremo  prendere  ;  in  modo  che 
sia  p  <  ;  <  —  ;  allora  -:;<;:,  e  la  serie  del  se- 
condo  membro  è  convergente,   quindi  lo  è  anche 

oo 

quella   del   primo   membro.    Adunque    ^    gh  x^^    è 

h=0 

assolutamente  convergente  per  un  certo  valore  di 
X  di  modulo  m.aggiore  di  p  ;  e  però  il  suo  raggio 
di  convergenza  è  maggiore  di  p. 

oo 

Se  alla  serie    ^   ghx^^  applichiamo  il  processo 

dell'art.  254  dando  alle  cu  i  valori  (3),  otterremo 
la  serie: 

CX3    r  ^r  r  l 

■  p{x)=  ^     ^  ghCoCi.  ..ch -il 

che  per  le  (4),  (5),  (1)  può  scriversi  anche: 

oo  oo 

P{x)=    ^    qr  Ir  X''  =    ^    ar  x''  =  Q  {x). 
r=0  »-=0 

257.  Hadamard  stabilì  pel  primo  il  seguente 
teorema,  che  fu  poi  dimostrato  per  altre  vie  an- 
che da  Borei  e  da  Pincherle  :  * 


*  Hadamard  e  Borel  si  servono  degl'integrali  curvilinei, 
Pincherle  ricorre  al  calcolo  funzionale.  Noi  riproduciamo, 
in  sostanza,  la  dimostrazione  di  quest'  ultimo,  fondandola  però 
esclusivamente  sulle  nozioni  esposte  nella  presente  opera. 
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Se  si  indicano  genericamente  con  u^  v  i  punti 
singolari  delle  funzioni  analitiche  f{x),  ©(a;)  ge- 
nerate dalle  serie  di  potenze: 

P{x)=^^   ahx^,        Q[x)=--    :^    hhxf\ 

la  funzione  analitica  '\>  (x)  generata  dalla  serie: 

R  (x)  —    2    aji  hh  x^ 

non  può  avere  altri  punti  singolari  che  i  punti 

u  V. 

In  virtù  dell'identità: 


ah 


,i.[(';),i'-K;)«4- 


*  Ecco  come  si  dimostra  quest'identità.  Poniamo: 
mettendo  i  —  s  in  luogo  di  r,  e  ricordando  che: 


avremo  ; 


Ora; 


-  s  \\!'\  s  (-1)»  «  f'UJ= 

Ih  W  ?\  /^!  i\        ^ 

\i)\s]       i\h—i\s\i—s\ 

h\  h  —  s\ (h  \  ih  —  s\ 

Ih  — sì  }i—ili—sl~~\sl  \i  —  s /' 
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può  scriversi: 

R{x)=^  ^      ì     ì   U[\(-\Y['\ai-rhhX^^=^ 

71=0  1^0  r=0  \  t    j  \r  I 

7,-0  /=0  \  l  J  »=0   l        hr=i  \l  )  J 


dove: 


Ora: 


r=o  \r  ì 


hz=i  \  l  I 

quindi: 


oo     i 
R{x)=   2    —  Ai  xi  Qi'^  (x). 
ì-o  i  ! 


quindi: 

e  ponendo  /  in  luogo  di  i  —  .s  : 

Ma: 

h-s  .  ///  —  s\      (1  per  s  =  //, 

quindi  0  =  ah. 
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Supponiamo  di  rifare  gli  stessi  calcoli  partendo 
dalle  serie: 

OO  00 

CX) 

Ei{x)=    2    aitbht^'x^, 
dove  t  è  una  quantità  qualunque;  posto: 

\^iit)==    ^    i-iy'i']ai-rti-,  (1) 

r=^0  \r  J 

troveremo: 

i?iW=   ^  ^l^i{t)x^  Q^'Hx).  (2) 

Ora  evidentemente: 
quindi  dalla   (2)   può   dedursi  una  nuova   espres^ 

X 

sione  di  B{x)  ponendo  in  essa  —  in  luogo  di  x: 


iJW=|^/,NWf<?*'-'(^). 


(3) 


Se,  in  particolare,  tutte  le   hn  hanno   valore  1 
allora  si  ha: 

Q{x):^  ?   xh^-^,R{x)  =  P(.x),      (4), 

ft=0  \  —  X 
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inoltre  : 


Q^'Hx)^ 


il 


(l-a-)'H 


e  quindi: 


i  !  ^^'+1 


(-f) 


X  v+^    (t — ^y^^  ' 


sostituendo  nella  (3)  e  tenendo  conto  della  seconda 
delle  (4),  avremo: 

°o     1  x^       i^  t^'^^ 


t  -—  X  i=Q  \t  —  X) 


Facciamo  : 


=  2/; 


t  —  X 
l'ultima  espressione  potrà  scriversi: 


(5) 


i-O 


Sia  <7  il  raggio  di  convergenza  della  serie  di 
potenze  S{ij).  Alla  circonferenza  di  raggio  <?,  col 
centro  nell'origine,  del  piano  y  corrisponde  nel 
piano  X  la  circonferenza  t  (art.  161)  determinata 
dalla  relazione: 


X 


t  —  X 


VlVAKTI. 


23 
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cioè  la  circonferenza  luogo  dei  punti  le  cui  di- 
stanze dall'origine  e  dal  punto  t  hanno  il  rapporto 
costante  <?  ;  di  più,  siccome  per  la  (5)  ad  y  =  0 
corrisponde  a;  ^^  0,  all'interno  del  cerchio  <?  del 
piano  y  corrisponde  nel  piano  x  quella  delle  due 
regioni  in  cui  y  divide  il  piano  che  contiene  l'o- 
rigine. Designando  con  G  questa  regione,  potrà 
dirsi  dunque  che  l'espressione  aritmetica: 


od  anche  l'altra: 


«) 


(-■'-.)'■ 


t  °°  rs    l        ^       ^ 


t  —  X  i=^0 


è  convergente  in  tutto  il  campo  C;  e  potrà  anche 
aggiungersi,  applicando  alla  S  (y)  il  teorema  del- 
l'art. 88,  che  l'espressione  (6)  è  equicon vergente 
in  ogni  campo  interno  a  C  E  poiché  essa  rap- 
presenta la  serie  P(x)  nel  cerchio  di  conver- 
genza di  questa,  essa  rappresenterà  la  funzione 
analitica  f(x)  generata  da  P{x)  in  tutto  il  campo 
C.  Sulla  circonferenza  y  la  f(x)  avrà  almeno  un 
punto  singolare  w,  e  sarà: 


<T. 


D'altra  parte,  se  x  e  un  punto  interno  al  cer- 
chio di  convergenza  di  Q  (^')i  si  b^  pei  punti  x' 
d'un  certo  intorno  di  x: 

Q{x')=:  ?  ~Qii){x)(^x^'-xy, 
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e   ponendo  —,   —  in  luogo  di  x,  x'\ 

t  V 

Il  cerchio  di  convergenza  di  questa  serie  passerà 
per  un  punto  singolare  della  funzione  'f  I— j;ora, 
se  .r  =  ì;  è  un  punto  singolare  della  ^  {x),  x  =  v  t 
è  un  punto  singolare  della  'r|-rl  sicché  il  raggio 
di  convergenza  della  serie  considerata  sarà  : 
1  =  \  X  —  v  t\. 

Diciamo  M  il  valor  massimo  del  modulo  di  S  (y) 
sopra  la  circonferenza   |  ?/  ;  =  ^'  <  7,  X  quello  del 

modulo  di  91  7-)  sulla  circonferenza: 

|^'-,ri=x'<T; 
avremo  (art.  103): 


I  I-i  it) 


a'i'         il\^     [t)t^    \-^'*    ' 


quindi 


Se  ne  deduce  senza  difficoltà  che  la  serie  (3)  è  con- 
vergente assolutamente  per  |  a;  I  <  e?'  t',  e  quindi 
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per   I  ic  I  <(7T,  ossia  per: 
\x\< 


u 


t 


t  —  u 
la  quale  diseguaglianza  può  scriversi  anche 

X 


00  —V  t 


<\^^. 


,  U  V  —■  V  t  _ 

Sotto  questa  forma  essa  ci  si  dice  che,  se  consi- 
deriamo la  circonferenza  o  passante  pel  punto  u  v 

e  rispetto  a  cui  i  punti  0^  v  t  sono  coniugati,  e  se 
diciamo  D  quella  delle  due  regioni  in  cui  essa  di- 
vide il  piano  che  contiene  F  origine,  l'espressione 
(3)  è  convergente  per  tutti  i  punti  x  che  trovansi 
nella  regione  D.  Sulla  circonferenza  S  giacerà 
quindi  in  generale  qualche  punto  singolare.  Se 
facciamo  variare  t  con  continuità,  varierà  con  con- 
tinuità anche  la  circonferenza  5,  mentre  lo  stesso 

non  potrà  avvenire  in  generale  di  u  e  di  f,  sic- 
ché, variando  o  entro  certi  limiti,  il  punto  u  v 
sarà  sempre  il  medesimo.  Ne   segue  che  il  punto 

u  ^;,  comune  ad  infinite  circonferenze  S,  è  un 
punto  singolare. 

258.  Se  alla  f{x)    si  aggiunge  una  funzione 

fi  {x)  regolare  nel  punto   ii   e   rappresentata  nel- 

CXD 

l'intorno  dell'origine  dalla  serie  -  ai/^  ^'^ ,  la  serie  : 


oo 

V 


{ah  +  a\h)  bh  x^' 
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geaererà  una  funzione  analitica  w  (a?)  tale  che: 
•:i(a;)-'-->(.jr)-v(ar) 

sarà  in  irenerale  regolare  nei  punti  »,  >:.  —  In- 
tatti, 7  essendo  punto  singolare  di  ?  [X^  e  u  non 
essendolo  di  A  {oc),  la  h  i^h  che  dipende  da  f,  (^), 
|.  (O-)  come  V  (^)  dipende  da  /^C^),  ?  (^),  non  avrà 

alcuna  singolarità  in   u  >:. 

Farehbe    eccezione    il    caso   in   cui    esistessero 

due  punti  m,  u  ed  altri  due    r,  v   tali    che   fosse 

u   7=  H    v:  allora,_se  A  (^)  èjin^olare  in  u,  vi  (a?) 

può  esserlo  in   u    v  ossia  in  u    v. 
Il  risultato  ottenuto  può  esprimersi  dicendo  che 

la  natura  della  singolarità  u   v  è  in  generale  de- 
terminata da  quella  delle  singolarità  iCjV. 

259.  Per  esempio,  se  f(x)  ha  in  u  un  polo 
d'ordine  m,  ^{x)  in  >:  un  polo  d'ordine  n.  invece 
di  f(T\  ;    '-*'  si  potranno  considerare  le  funzioni: 


f(x)  =  {m-  1): 


[u  -  xY 

n 

[v  —  x) 
i  cui  elementi  corrispondenti  alF origine  sono: 

p ^.r)  =     I     h  (/*-!)...  (h  -  m  -  2)h  = 
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=  ~  {h  +  l)(h+2)...{h  +  m 

oo 

(H«>)=    -    h{h   -\)...{h-n  i-2)H  = 

h=n—l  \ ^' 

=     1   (A-Hl)(/H-2)...(A  fn-1)  -^    . 

h=zO  \  Vi 

La  serie: 

oo 

R{x)=    ^    (/^4-i)(/i_j_2)...(;i  +  m  -  1) 
(h  +  1)  {li  4  2)...  (/i  »  n  -  1)  K=) 

genera  una  funzione   -^  (^),    avente,   come   ora  di- 
mostreremo, un  polo  d'ordine  m  ^n —  1  in  u   v. 
Il  teorema  è   vero    evidentemente    per  n  =  ì^ 
giacche  allora: 

_  oo  I    X     V' 

R(x)=  1  (h-\~ì){h^2)...{1i-\-m   ~l)\---\     — 

(  nt      V^^    ^)" 

=^  [ni       1)    /-  ~:z: —  —  ^  ; 

i^?^    y  —  x) 

basterà  quindi  dimostrarlo  per  induzione  completa. 
Si  ha:* 

{h  -f  m)  {h  T  m  r  1) . . .  (/i.+  w  +  ?i  -  2)  = 


*  A.  Capelli,  Lezioni  di  algebra  complementare.,  IS'apoli, 
1895,  pag.  99,  dove  in  luogo  di  x,  y,  n  deve  porsi  rispetti- 
vamente /i  -r  1,  m  —  1,  n  —  1. 
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+  (''  '^^yji  +  ì){h^2)  ...(h  -T  n-2){m-  ì)  -^ 
+  (^^  '^^)ih-^^)  {h+2)...{hi-7i  -  3)(m-l)m  +  ...+ 

-r  (|^  Z  l)  (^^  +  ^)  ('^^  -  1)'^(^  "^'^^  ...(m+n-4}  + 

+  {m  —  1)  ?«  (?;?  +  1) . . .  {m  -{- n  —  3), 
quindi  : 

E{x)=  I  (/i  -f  1)  (/i  +  2).. .  (/i 4-  m—ì)  {h  +  m) ... 

...(,+,„  +  „. 2)  (^)"   - 
-("7M(»<-1)  "   (h  +  l){h  +  2)... 

...(/i  +  m-l)(/i  +  l)(/i-f2)...(/i+n-2)  =^      - 

\u    vj 

-("7M(»r-l)0»-2)  ?   (A-)-l)(7«+2)... 
...(h^m-ì)  {h-hl){h+2)..,{h+  n  -  3)   =-^      — 

-••-Cl2)<^'^-^)^^^^''^-^^--- 

. . .  {m  +  H  -  4)    ~  (/i  +  1)  {]i  +  2) . . . 
;»=o 
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\u   vj 


...(/i+m— l)(/i  +  l)F^^     —  (^  -l)m(m  Fi). 


...Ow+n-3)  S'  (/i+l)(/t-j-2)...(/i  +  m 


-i)(^f- 


Il  P  termine  del  2°  membro  è  l'elemento  cor- 
rispondente all'origine  della  funzione  analitica: 

(~    '~\m-{-n  —  \ 

avente  un  polo  d'ordine  m  +  n  —  1  in  w  v\  quanto 
agli  altri  termini,  le  serie  che  yì  compaiono  sono 

quelle  che  si  avrebbero  da  U(x)  ponendo  n  —  1, 
n  —  2, . . .  in  luogo  di  m,  quindi  —  poiché  il  teo- 
rema si  suppone  vero  per  tutti  i  valori  di  n  mi- 
nori di  quello  considerato  —  sono  elementi  di  fun- 
zioni   analitiche    aventi  rispettivamente    un   polo 

d'  ordine  n  —  2^  n  —  3, . . .  in  u  v.  Dunque  F  in- 
tera  espressione  genera    una    funzione   analitica 

^  {x)  avente  in  u  v  precisamente  un  polo  d' or- 
dine m  -\-  n  —  1. 

Lo  stesso  potrà  dirsi,  pel  principio  esposto  nel- 
l'art, prec,  della  funzione  '^  {x)  dipendente  da 
f[x)^  ^{x)  a  tenore  del  teorema  dell'art.  257. 

260.  Hurwitz  ha  dato  un  teorema  analogo  a 
quello  di  Hadamard,  che  fu  pure  dimostrato  per 
altra  via  da  Pincherle:* 


*  Anche  qui  noi  adottiamo  la  dimostrazione  di  quest'ul- 
timo, riducendola  a  forma  elementare. 
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Se  si  indicano  genericamente  con  u,  v  i  punti 
singolari  delle  funzioni  analitiche  fico),  0(00)  ge- 
nerate dalle  serie  di  potenze: 

\X)~  h^X^"^^'        ^\x}         h^X^^'rl' 

la  funzione  analitica  'i  {x)  generata  dalla  serie  di 
jjotenze: 


4-]=  ^ 

\x]       h=o 


Ch 


dove: 


C7i=    -   I  .\ah-ihi=    -      ,]aihn-i, 
i=o  \  t  ì  i-O  \  i  J 

non  può  avere  altri  punti  singolari  che  i  punti 

Si  ha: 

Rm=   I      ì   lh\aihn-i_ 
\xi      h=o  i=o\i)    a;^'+i 

00  Zj, 

j(.-) (a;)  =  (-!).•  I  (h  +  l){h-r2)...{h  fi) 


quindi: 


^^^ Parte  terza. 

Inoltre  : 

■'''^'^^=lo7!^"""•'(*-''^^        (1) 

quindi: 

\^r  lo  ,io  (- 1)'' ìt^ «'■  f "■+'•' (^ - 1)  f , 

ossia,  posto  i  ~i-  r  =  n: 

la;/     „=o        ni       ,-=0  ^     ^  I / 1 ''•■  '      -^ 

dove: 

«=o  \ ^  / 

Se  in  particolare  si  suppone: 

ossia  f  (^)  :=  1    si  hach  =  aH,e  quindi: 

e  poiché  in  questo  caso: 

o(^)  (w)  =  (~^  l)n  Jll__ 
ne  segue,  per  la  (2): 

CX)  ^ 

f(«)=    v    (._l)„        (^)   1 

«=o  {x  —  t)»+i 
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Questa  serie  converge  all'esterno  del  cerchio  di 
centro  t  che   contiene   all'interno   o  sul  contorno 

tutti  i  punti  singolari  di  f{x):  detto  quindi  u  uno 
di  quelli  tra  i  punti  singolari  che  hanno  la  mas- 
sima distanza  da  t,  la  serie: 

«=0 

avrà  raggio  di  convergenza: 

1 


\t—u\ 

D'altra  parte,  se  y  è  un  certo  punto  singolare 
di  cp  (a?),  la  serie  (1)  sarà  convergente  entro  il 
cerchio  di  raggio:^ 

'zz=\x  —t  —  v\. 

Ripetendo  un  ragionamento  fatto  nell'  art.  257, 
può  dediirsi  di  qui  che  il  raggio  di  convergenza 
della  serie: 


~  ,  X  'f  ^"^  (^  —  t) 


è  almeno  '  ~,  e  quindi  che  la  serie 


oo 


^     ^n(t) 


'      n=0  n  I 

converge  per  1  <  <?  t,  ossia  per: 
\t  —  u  \ 
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L' equazione  : 

\x  — 


^\ 


—  li 


rappresenta  un  cerchio  di  centro  t  -{-  v  e  di  rag- 
gìo  \  t  —  u  \'^  h  facile  riconoscere  che  questo  cer- 
chio passa  pel  punto  u  +  v.  Di  qui  si  deduce,  con 
un  ragionamento   analogo  a   quello  dell'  art.  257, 

che  u-\-  V  h'm  generale  un  punto  singolare  di  '\  {x). 
Siccome  poi  l'origine  è  un  punto  singolare  tanto 

per  f(cc)  che  per  ®  (^),  così  può  prendersi  le  =  0 

oppure  V  —  0. 

Studi  intorno  alla  distribuzione 

dei  punti  singolari  d'una  serie  di  potenze 

sulla  periferia  del  suo  cerchio  di  convergenza.  "" 

Ricerche  di  Pringsheim.  ^"^ 

261.  Le  ricerche  indicate  nel  titolo  sono  in 
gran  parte  di  data  recentissima,  e  dovute  a  di- 
versi autori,  sicché  hanno  carattere  incompleto  e 
frammentario.  Esse  possono  raggrupparsi  sotto  i 
punti  seguenti: 


*  BOREL  19,  23,  24,  25,  Desaint  44  bis,  Fabry  49,  50,  51, 
52,  Hadamard  66,  67,  Koenig  85,  Leau  96,  97,  98,  Lecornu 
99,  Lerch  103,  105,  Lindeloep  106,  107,  Mittag-Leffler 
126,  127,  Le  Roy  179,  180,  Servant  189,  Staeckel  191, 
Thomé  199,  YivANTi  210. 

**  Pringsheim  164,  165,  166,  168,  169,  171,  173,  175,  176. 
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a)  Condizioni  perchè  una  serie  di  potenze  ab- 
bia un  solo  punto  singolare  sulla  circonferenza  di 
convergenza: 

h)  Condizioni  perchè  un  dato  punto  della  cir- 
conferenza di  convergenza  sia.  o  non  sia,  punto 
singolare; 

e)  Condizioni  perchè  tutti,  o  non  tutti,  i  punti 
della  circonferenza  di  convergenza  sieno  punti  sin- 
golari. 

Dei  risultati  ottenuti,  alcuni  sono  enunciati  senza 

dimostrazione,  altri,  forse,  hanno  bisogno  di  es- 
sere più  profondamente  discussi,  pochissimi  pre- 
sentano un  aspetto  semplice  e  definitivo  che  dia 
loro  il  diritto  di  entrare  a  far  parte  del  patrimo- 
nio comune  dell'Analisi. 

Noi  ci  limiteremo  quindi  ad  un  brevissimo  cenno 
su  questo  argomento.  Faremo  eccezione  per  un 
solo  autore,  il  Pringsheim,  il  quale  ha  esposto  le 
sue  ricerche  con  ordine  ed  estensione  tali,  da  ren- 
derne possibile  un  riassunto  sistematico. 

262.  Sin  dal  1887.  Lecornu  diede  il  seguente 

oo 

risultato:  Se  la  serie  di  potenze  P {x)  =   ^   ahX^ 

ha  Hìi  solo  punto  singolare  u  sulla  circonferenza 

di  convergenza^  si  ha  lim  =  «,  e  reciproca- 

h=co  ah+i 

niente. 

Hadaraard  osservò  che  questo  teorema  non  è 
sempre  vero. 

La  prima  parte  di  esso  sussiste  quando  u  è  un 
polo.  —  Detto  m  l'ordine  del  polo,  f{oo)  la  fun- 
zione   analitica   generata   dalla    serie    di   potenze 
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data,  si  avrà: 

f{r\  -  --A'^ 1-  _   ^"L-J       _u 

dove  g  (x)  è  una  funzione  regolare  in  w  e  avente 
tutte  le  altre  singolarità  di  '}  {x).  Poiché  sulla  cir- 
conferenza di  raggio  p  (dove  p=:  I  w  |)  col  centro 
nell'origine  f{x)  non  ha  altre  singolarità  oltre  u^ 
g  {pc)  sarà  regolare  su  questa  circonferenza,  e  il 
suo  elemento  Q  (x)  corrispondente  all'origine  avrà 
raggio  di  convergenza  o^>^.  Poniamo  ora: 

^  {il  —  0?)'»  "^  \u  -  .^)"*-i  U  -  x' 

l'elemento  i?  (x)  di  questa  funzione  corrispondente 
all'  origine  avrà  raggio  di  convergenza  p.  Sarà  poi  : 

Il(x)  =  ^^  2  (A  f  l)(/t  +  2)...(7H-m  — 1)1-1  + 
+  ^'^'   ?  {h\\){h+2)...(h  +  m 


,m—\ 


7^=0 


^'0' 


.  1  ^^  1  (^) 

1^  h=o\uJ 

?l 

+  1)  7^  4-  2) . . 

.  {h  -f-  m  -  1)  + 

f  2) ...(/? -fm- 
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Ne  segue: 


hh-\-\ 


u^+f 


-^~_^,[A„,^  ' 


e  di  qui 


,.        bh 

lim =  ti. 

h=oo  Oh-\-l 


Ora  le  due  serie  Pix)^  R  (x)  sono  egualmente 
singolari,  perchè  la  serie  P{x)  —  R{x)  ha  raggio 
di  convergenza  maggiore  del  loro  raggio  comune 
di  convergenza;  quindi  (art.  252): 

ah           ,.        bh 
lim  =-    lim =  u. 

Quanto  alla  seconda  parte  del  teorema,  essa 
deve,  secondo  Hadamard,  modificarsi  come  segue: 

Se  lim  =  ?^  e  se  inoltre^  posto: 

h=oo  rt/i-f  1 

ah 

■  —11  =  Ih  , 

ab-\-\ 

I  y  ^h  I  si  mantiene  minore  d' una  quantità  y  mi- 
co 
nore  di  1,   la   serie    -    anx^   ha   sulla   circonfe- 

renza  di  convergenza  il  solo  punto  singolare  u. 
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263.  L'esistenza  e  la  disposizione  dei  punti 

oo 

singolari   d' una   serie  di  potenze    2    an  oc^^   sulla 

7i=0 

sua  circonferenza  di  convergenza  dipendono  dalla 
natura  della  funzione  ah  di  h. 

Le  E.oy  e  Leau  hanno  indicato  parecchi  tipi  di 
tale  funzione,  pei  quali  sulla  circonferenza  di  con- 
vergenza v'ha  un  solo  punto  singolare.  Fabry  ha 
dato  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè 
ciò  abbia  luogo.  Lindelof  ha  esposto  un  metodo 
per  riconoscere  se  un  dato  punto  della  circonfe- 
renza di   convergenza  è  punto  singolare. 

Del  problema  e)  dell'art.  261  si  sono  occupati, 
fra  gli  altri,  Leau,  Borei,  Fabry.  Questi  due  ul- 
timi sono  giunti  ad  una  conclusione  paradossale,  * 
che  vedremo  più  innanzi  (art.  268)  confermata  da 
Pringsheim:  So  una  serie  di  potenze  è  affatto  ge- 
nerale (cioè  se  non  v^è  alcuna  dipendenza  fra  i 
primi  n  coefficienti  di  essa  ed  il  successivo),  tutti 
i  punti  della  circonferenza  di  convergenza  sono 


*  Diciamo  che  questa  conclusione  è  paradossale^  perchè 
sino  ad  un'epoca  relativamente  recente  non  si  sospettava 
neppure  la  possibilità  di  funzioni  esistenti  solo  in  una  parte 
del  piano.  Del  resto  si  è  ripetuto  qui  ciò  che  è  avvenuto  in 
altre  parti  dell'Analisi:  mentre  dapprima  si  ammetteva  che 
tutte  le  funzioni  fossero  integrabili,  derivabili,  etc,  è  noto 
ora  che  una  funzione  affatto  generale  non  è  ne  integrabile 
né  derivabile  ;  che  cioè  affinchè  essa  possieda  queste  pro- 
prietà bisogna  che  soddisfaccia  a  certe  condizioni  speciali. 
Ciò  che,  nell'un  caso  e  nell'altro^  ha  tratto  in  inganno  gli 
analisti,  è  la  circostanza  che  alle  condizioni  accennate  sod- 
disfanno tutte  le  funzioni  che  più  comunemente  si  presen- 
tano nelle  ricerche  matematiche. 
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singolari^  e  quindi  la  funzione  di  cui  la  serie  con- 
siderata è  un  elemento  non  è  continuabile  "^  oltre 
questa  circonferenza.  In  altre  parole,  perchè  non 
tutti  i  punti  della  circonferenza  di  convergenza 
sieno  singolari,  i  coefficienti  della  serie  devono 
soddisfare  a  certe  condizioni. 

264.  Tenendo    alle   ricerche   di   Pringsheim, 
premettiamo  un'osservazione. 

Se  una  serie  di  potenze  a  coefficienti  positivi 
ha  raggio  di  convergenza  finito  p,  il  punto  x  =  (> 
è  per  essa  un  punto  singolare. 

Sia: 

P{x)=   ^   anx^ 

la  serie  considerata,  e  con  raggio  e  <  p  si  descrìva 
una  circonferenza  avente  il  centro  nelF origine;  si 
denoti  con  x  =  OCq  un  punto  qualunque  di  questa 
circonferenza,  mentre  07  =  e  è  il  suo  punto  d'in- 
contro colla  parte  positiva  dell'asse  reale.  Sarà: 

Pix\c)=   ?  ^PWWC'T-c)'-,         (1) 

rz=o  r  ! 

P{oo\Xo)=^  -^  P^r)  (X,)  {X  -  x,y  ,      (2) 
r=o  r  I 


*  In  questo  capitolo,  parlando  di  continuazione  analitica^ 
intenderemo  sempre  che  questa  frase  abbia  il  significato  at* 
tribuito  ad  essa  da  "SVeierstrass. 

Vi  VANTI.  24 
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inoltre  : 

I 


|P(''^W|- 


^  (h^r)[h-Vr-\)...{h^\)ah+rX^'^\^ 


oo 

^  i  (/i  +  r)  [h  +  r-  l)...  (h  +  1)  6?;,+r  é'  =^P^'Kc\ 

h=r 

sicché  i  coefficienti  della  (I)  sono  rispettivamente 
maggiori  o  eguali  ai  valori  assoluti  dei  coefficienti 
omologhi  della  (2).  Ne  segue  che  il  raggio  di  con- 
vergenza 0  (e)  della  (1)  non  sarà  maggiore  di  quello 
6  (^o)  della  (2)  : 

Ora,  poiché  i  punti  singolari  posti  sulla  circon- 
ferenza p  (la  quale  ne  contiene  necessariamente) 
formano  un  aggregato  chiuso,  l'insieme  delle  loro 
distanze  dal  punto  e  ammetterà  un  minimo  o.  Sup- 
posto il  punto  X  =  p  non  singolare,  sarà  o  >  p  —  e; 
sia  00^  il  punto,  od  uno  dei  punti  singolari  che  di- 
stano da  e  della  quantità  o^  e  scegliamo  cCq  ap- 
punto sul  raggio  0  x^.  Sarà  allora  : 

8  {e)  =  S,      0  [Xq)  =  I  ^1  -  ìTo  I  =  ?  -  c  <  5, 

il  che  é  impossibile.  Dunque  x==p  è  un  punto 
singolare. 

265.  Abbiasi  un'espressione  aritmetica  F{x), 
che  in  un  certo  campo  connesso  G  rappresenti 
una  funzione  analitica  f(x).  Se  e  é  un  punto 
interno  a  C,  si  ha: 

f{c)  =  F  (e),     fi-)  (e)  =  Fir)  ic)        (r  =  1 ,  2, . . .), 
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quindi,  per  ogni  punto  x  d'un  certo  intorno  die: 

f{^)=     -  fir)(c)iX-cy  = 

/ -0  r  : 

r=o  r  ! 

Se  invece  e  è  un  punto  singolare  di  f{x),  pos- 
sono aver  luogo  i  seguenti  casi: 

a)  F(x)  e  le  sue  derivate  non  sono  finite  e 
determinate  nel  punto  e; 

h)  F(x)  e  le  sue  derivate  sono  finite  e  deter- 
minate, ma  la  serie: 

V     LF(r){c){x-Cy  (1) 

r=0  r  ! 

ha  raggio  di  convergenza  nullo; 

e)  La  serie  (1)  ha  raggio  di  convergenza  di- 
verso da  zero.  In  questo  caso  però  pei  punti  x 
del  suo  cerchio  di  convergenza  che  appartengono 
al  campo  di  esistenza  di  f{x)  non  può  aver  luogo 
r  eguaglianza  : 

f(x)==  ?  -^F^'){c)(x-cy^ 
r=o  ri 

cioè  la  serie   non  rappresenta    la   funzione  consi- 
derata. 

Il  primo  caso  ha  luogo,  per  es.,  quando  e  e  polo 
d'uno  dei  termini  di  F{x).* 


*  Se  fosse  polo  di  più  termini,  potrebbe  avvenire  che  le 
diverse  singolarità  si  distruggessero  a  vicenda. 
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Il  secondo  caso  si  verifica,  sotto  certe  circo- 
stanze (cfr.  p.  es.  art.  247),  quando  e,  senza  essere 
polo  d'alcun  termine  di  F{x\  è  punto  limite  del- 
l'insieme di  tali  poli.  Eccone  un  esempio  semplice. 

Sia: 


dove  a>ì.l  poli  di  F{x)  sono  i  punti  x  = ^  ; 

essi  stanno  sulla  parte  negativa  dell'asse  reale  ed 
hanno  per  punto  limite  l'origine. 
Le  derivate  di  F{x)  sono: 

oo      1  f.hr 

F^r){x)  =  {-iyr\    ^ 


h=ohl  iì-{-a^xy+^ 
(r=l,  2,...), 
quindi  si  ha: 

oo      i 

FiO)=   ^    -^  =  ., 
h=o  h  ! 

oo   f^hr 

Fir){0)={~iyrl  ^  f-=(-]Kr!e«'(r--l,2,...), 
h=ohl 

sicché  la  funzione  e  le  sue  derivate  sono  tutte  fi- 
nite nell'origine.  La  (1)  diviene: 

oo 

ì:   (-  \ye^"x'\  (3) 

r=0 


Complem.  della  teoria  delle  ftmz.  analitiche.   373 


Ora  si  ha,  da  un  certo  valore  di  r  in  avanti: 
a'•>/•^*  {4) 

quindi: 


1 

a'' 


al  crescere  di  r,  e'*  tende  ad  oo,  quindi  (art.  90)  il 
raggio  di  convergenza  della  (3)  è  nullo. 

Dall'esempio  costruito  se  ne  deduce  immediata- 
mente un  altro,  ponendo  nella  (2)  a^,  x^  in  luogo 
di  a,  X.  Si  ottiene  così  1'  espressione  aritmetica: 

ossia: 


*  Xon  volendo  far  uso  dei  risultati  forniti  dal  Calcolo, 
si  può  dimostrare  elementarmente  questa  diseguaglianza 
come  segue. 

Si  ha: 

„,  _  .riga  _  1    1   !Ì^  .   *''lg'  «   1  >-'lg'«    ,      -^  >-'  ^g"  «  . 


6 

lg3« 
ne  segue: 

a*"  >  f\ 

Analogamente  si  dimostra  che,  preso  un  numero  qua- 
lunque q,  può  trovarsi  un  numero  A-  abbastanza  grande  per- 
chè per  ogni  r  >  k  sia  : 

a''  >  /'3. 


374  Parte  terza. 


i  suoi  poli  sono  i  punti  x  =  ±:  — ^,  i  quali  giac- 
ciono sull'asse  imaginario,  sono  simmetricamente 
posti  rispetto  air  origine,  ed  hanno  questa  per  punto 
limite.  Si  ha: 

—  !L    T  ?  ^Y____l___   .  (- 1)''      \ 

~  2  ^'hto  h\\{i~ia^'xy+^  ~^"{ì'^ia^xy+^r 

quindi: 

oo       1 

^^(0)-    ^   ~  =  e, 
7/=o  h  ! 

da  cui: 

co      fy2hS 

i^.2.)  (0)  =  (_  1).  (2  s)  !    V     ^        ^  (_  1).  (2  s)  J  ga-    ^ 
7i=0  n  ! 

La  serie  (1)  diviene: 

e» 

colle  stesse  considerazioni  di  prima  si  dimostra 
che  essa  è  divergente. 

Questo  esempio  è  notevole  sotto  un  altro  punto 
di  vista.  Se  consideriamo  la  F{x)  data  dalla  (5) 
come  una  funzione  reale  della  variabile  reale  x^  essa 
è  finita  e  continua  insieme  a  tutte  le  sue  derivate 
per  ogni  valor  finito  di  .t,    e  tuttavia   per  x=^Q 
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non  è  sviluppabile  in  serie  di  Taylor.  La  possi- 
bilità di  un  tal  fatto,  non  ammessa  da  Lagrauge, 
fu  posta  in  luce  già  da  Cauchy  e,  più  tardi,  da 
Du  Bois-Reymond;  perchè  esso  possa  aver  luogo, 
ce  lo  mostra  chiaramente  l'esempio  che  conside- 
riamo. Fissando  la  nostra  attenzione  sui  soli  va- 
lori reali  della  x^  noi  veniamo  a  trascurare  una 
gran  parte  del  suo  campo  di  variabilità;  e  quindi 
ci  sfuggono  tutti  i  poli  dell'  espressione  aritmetica 
considerata  che  non  giacciono  suU'  asse  reale.  Se 
pertanto  v'è  un  punto  dell*  asse  reale  che,  senza 
essere  un  polo,  sia  punto  limite  d'infiniti  poli  com- 
plessi, in  quel  punto  1'  espressione  e  le  sue  deri- 
vate saranno  finite,  ma  non  sarà  possibile  lo  svi- 
luppo in  serie  di  Taylor  in  alcun  suo  intorno  (an- 
che soltanto  lineare)  ;  e  la  ragione  di  questo  fatto 
ci  apparirà  solo  quando,  estendendo  la  nostra  at- 
tenzione all'intero  campo  complesso,  osserveremo 
che  qualunque  intorno  (a  due  dimensioni)  di  quel 
punto  contiene  dei  poli. 

266.  Modificando  lievemente  l'espressione  (2) 
dell'art,  prec,  possiamo  ottenere   un  esempio  del 
terzo  dei  casi  enumerati  nell'articolo  stesso. 
Sia: 

cx)   c_  i)h         i 

dove  a>ì.  I  poli  di  F{x)  saranno  ancora  i  punti 

xz=z -^  posti    sulla    parte    negativa    dell'  asse 

reale,  ed  aventi  per  punto  limite  l'origine.   Sarà 
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poi: 

^=0     111      (1  +  a^'xY^^ 
e  quindi: 

;ì=o     h  ! 
00  e —  \\h 

/i=o      /i! 

Lo  sviluppo  (1)  dell'art,  prec.  diverrà: 

?  (-l)^6-«^a;^;  (2) 

r=0 


ora; 


1 


\/i(-ir6-«M  =6  *•  ,  (3) 

inoltre  come  risulta  dalla  (5)  dell'art,  precedente, 
lim  —  a**  =  oo,  quindi  i  valori  (3)  formano  una  suc- 

r=oo  r 

cessione  avente  per  limite  zero,  che  è  anche  l'unico 
punto  limite  del  loro  insieme.  Ne  segue  (art.  90)  che 
la  serie  (2)  ha  raggio  di  convergenza  infinito. 

Naturalmente  però  non  v'è  alcun  intorno  del- 
l'origine in  tutti  i  punti  del  quale  le  espressioni 
(1),  (2)  abbiano  lo  stesso  valore.  Prendasi  infatti 
un  intorno  qualunque  dell'  origine,  e  sia  —  a~^  uno 
dei  punti  — a-^,  — a~'^^  — a"^, . . .  in  esso  con- 
tenuti. Nel  punto  —  a~^'  la  (1)  diventa  infinita, 
mentre  la  (2)  prende  il  valor  finito: 

00  e» 

:ì    (—\Ye'^'{-~a-^'Y=z   ^   e-^'a-^^^K-, 
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scelta  pertanto  ad  arbitrio  una  quantità  positiva 
X  maggiore  di  I  AT  |  ,  potrà  trovarsi  un  intorno  di 
—  a~^  in  tutti  i  punti  del  quale  il  modulo  di  (2) 
sia  minore  di  X  e  il  modulo  di  (1)  sia  maggiore 
di  X.  Con  ciò  è  dimostrato  l'asserto. 
Per  renderci  ragione  di  questo  fatto,  poniamo: 


dove  : 


oo         I  i 

F,{x)=   ^ 


i^{x)=    ^ 


7,=o(2A)!  1  +«2/»  a?' 
1  1 


;.=o(2/i^l)I  1  +«2/'+!^ 
Sarà: 

i^i'''-''(0)  =  (-l)'»-I    ì;    ^sttì =(-!)'•'•!  così  a'- = 

oo     ^,(2/j+l)r 

f,'.-)(0)=(-l)'-r!    :ì   ^^^  = 
;j=o  2  /i  -H  1 1 

.      .,  .    ,  sen  /a'"         1   .      ^,      ,  . 
=  (  -  1)'  r  : : =  ^  (~  ^y  ^'  •  (^     -  ^~''')' 
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Le  serie: 

co       1  0°       1 

^     ~F,i-HO)xr,     V    -Fé'-mxr  (4) 

r—0  r  !  r=o  ri  ^  ' 

hannO;  come   è   facile    vedere,    raggio  di   conver- 
genza nullo;  però  nella  serie: 

oo      1  oo      1 

r=zO  r  I  ,.=0  r  ! 

le  parti  dei  coefficienti  delle  (4)  che  tendono  ad 
infinito  si  elidono,  sicché  la  serie  stessa  ha  rag- 
gio di  convergenza  diverso  da  zero,  anzi  infinito. 
D'altra  parte  tanto  i  poli  di  F^ix)  che  quelli  di 
F2{x)  hanno  per  punto  limite  l'origine;  ne  essi 
possono  elidersi  tra  loro,  perchè  sono  diversi.  La 
esistenza  di  questi  poli  ci  assicura  che  F(oo)  non 
è  sviluppabile  in  serie  di  Taylor  in  alcun  intorno 
dell'origine;  mentre  l'elisione  casuale  di  certi 
termini  nei  coefficienti  ci  spiega  come  possa  av- 
venire che  lo  sviluppo  di  Taylor  relativo  all'  ori- 
gine abbia  raggio  di  convergenza  diverso  da  zero. 
Anche  qui  possiamo  ottenere  un  altro  esempio 
interessante,  ponendo  nella  (1)  a^,  x^  iif  luogo  di 
a,  X.  Abbiamo  così  l'espressione: 


F(x)-   V    ^      ^^ 


00 


1      oo     (_!)/.    /  1  1 


=0     hi       \1  +  ia^x  "^  i 


2  h=:o     h  ! 
ì  cui  poli  sono  i  punti  x  -  ±  — ^   posti   sull'asse 
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imaginario  e  aventi  per  punto  limite  l'origine.  Si 
ottiene  in  questo  caso: 

F[Qi)^e-\ 

i.^.2s;(0)^(_l)«(2.s)!e-a% 

ir(2s+i)(0)  =  0, 
sicché  la  (1)  dell'art,  prec.  diviene: 

oo 

essa  è   convergente   per    ogni    valore   finito   di  x. 
Però  non  v'è  alcun  intorno  deir origine  in  tutti  i 
punti  del  quale  sia  F  {x)  —  ^  {x)  =  0. 
Osservando  che: 

o(0)  =  F(0),  (pO-)(0)  =  i^.'-)(0), 

può    anche    concludersi,    che    l' espressione    arit- 
metica : 

'h{x)  —  F{x)-"^{x) 

è  nulla  insieme   a  tutte   le  sue  derivate  nelF  ori- 
gine senza  essere  identicamente  nulla. 

267.  Dalle  cose  dette    discendono   altre  con- 
siderazioni importanti. 

Abbiasi  una  serie  di  potenze  P(x),  il  cui  rag- 
gio di  convergenza  sia  p.  Del  modo  di  comportarsi 
di  P(x)  nei  punti  della  circonferenza  p  nulla  può 
dirsi  in  generale;  soltanto  si  sa  che  questa  con- 
tiene almeno  un  punto  singolare.  Però  dalle  teo- 
rie esposte  non  appare  alcun  rapporto  diretto  tra 
l'essere  un  punto  e  della  circonferenza  singolare 
0  no  e  la  convergenza  o  meno  della  serie   P{x) 
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per  iZ7  =  c;  ed  è  iateressante  studiare  se  esista  o 
no  un  tale  rapporto.  Orbene,  noi  mostreremo  come 
possa  costruirsi  una  serie  di  potenze  P(x)  tale, 
che  tutti  i  punti  della  sua  circonferenza  di  con- 
vergenza sono  punti  singolari,  mentre  la  serie 
stessa  e  le  sue  derivate  sono  convergenti  in  tutti 
quei  punti. 
Sia: 

°°        ah 
F{x)=   ^    -   -^ — ,  (1) 

OO 

dove  le  ah  sono  quantità  positive  tali   che    -    ah 

sia  convergente,  a  è  una  quantità  reale  maggiore 
di  1,  e  mi,  m2, .  . .  sono  numeri  interi  e  positivi 
di  cui  ciascuno  è  multiplo  del  precedente.  La  se- 
rie (1)  è  convergente  per   |  ^  |  ^  1;  infatti: 

I  a  —  x"'h  I  ^  ^  _  I  ^  \mh  ^a  —  \  X  \^a  —  ì, 


quindi: 


"^        ah        .  -        ^, 

^    -^ 7   2,    aji. 

h=i  a  —  a;^'»  I      a  —  1  h=i 


Inoltre  essa  è  equicouvergente  in  ogni  cerchio, 
col  centro  nell'origine,  di  raggio  p'<l.  Infatti, 
presa  <^  ad  arbitrio,  può  determinarsi  n  in  modo 
che  sia: 


-    ah<{a  -  p')^; 

h=n 

ma,  per  |  a?  I  ^  p',  si  ha  : 
I  a  —  x'^'J'  \  ^a  —  \  X  I"''*  ^  a  —  I  rr  I  ^ a 
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quindi: 


1    —    r^- ,    ^    ah< 

h=na  —  X'"''         a  —  r  h-n 


Ne  segue,  che  può  trovarsi  una  serie  di  potenze 
P(j;),  avente  raggio  di  convergenza  almeno  eguale 
ad  1,  la  quale  sia  rappresentata  dall'  espressione 
aritmetica  F{x)  nell'intorno  dell'origine;  tale  serie 
si  ottiene  sviluppando  in  serie  di  potenze  ciascun 
termine  della  (1)  ed  applicando  il  lemma  di  AVe- 
ierstrass,  ed  è  evidente  che  i  suoi  coefficienti  sono 
numeri  reali  e  positivi.  Togliamo  stabilire  che  il 
raggio  di  convergenza  di  P{x)  è  precisamente 
eguale  ad  1. 

Scriviamo  : 

F{x)  '-=  -^^^-^  ^  v(s)  __^ —  (2) 

dove  l'indice  s  posto  in  alto  significa  la  mancanza 
del  termine  corrispondente  ad  h  =  s.  Sviluppando 
i  due  termini  della  (2)  in  serie  di  potenze  Ps  (r), 
Qs  (x),  si  avrà: 

P{x)^Ps(x)  +  Qs{x); 

inoltre,  poiché  i  coefficienti  di  Ps  (a)  e  di  Qs  (x) 
sono  reali  e  positivi,  i  coefficienti  di  P{x)  sa- 
ranno eguali  0  maggiori  dei  corrispondenti  di 
Ps  (x)  e  di  Qs  (.r),  e  per  conseguenza  il  raggio  di 
convergenza  p  di  P{x)  sarà  eguale  o  minore  di 
quelli  delle  altre  due  serie.  Ora  il  rairgio  di  con- 

vergenza  dì  Ps  (x)  è  a'"',  quindi  per  ogni  valore 
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di  s  sarà: 


a 


ma  al  crescere  indefinitamente  di  s  anche  ìHs  cre- 

1^ 

sce  indefinitamente,  ed  a^^"  tende  ad  1,  sicché 
p  ^  1.  Può  pertanto  concludersi  che  il  raggio  di 
convergenza  di  P{x)  è  1. 

Ne  segue  (art.  264)  che  x  =1  ò  un  punto  sin- 
golare di  P(x). 

La  serie: 

h=/c+i  a  —  x'^^^' 

dove  /i;  è  un  numero  qualunque,  può  convertirsi 
in  una  serie  di  potenze  R  (.r),  il  cui  raggio  di  con- 
vergenza, come  si  dimostrerebbe  collo  stesso  ra- 
gionamento di  prima,  è  1.  Ora,  ricordando  che, 
per  ipotesi,  mh-i-i  è  divisibile  per  mn  per  qualun- 
que valore  di  /i,  si  ha: 

iì>  (x)  =  f  __«H^^  _    V  __::^^:t:^  ^  xj;  (  ) 


inic^h 


CO 
V 

ajc-\-h 

7i=l 

a 

^  y  mjc 

h=i  a  —  X 


dove  le  quantità  sono  numeri  interi  e  posi- 

tivi  che  crescono  indefinitamente  con  A,  ed  y  =  x""'. 
La  ^  (i/),  che  è  della  stessa  natura  della  *I^  (a?), 
si  trasforma  in  una  serie  di  potenze  S  (i/)  a  coef- 
ficienti positivi,  il  cui  raggio  di  convergenza  è  1, 
e    di  cui   il    punto  tj  =  ì   è   un    punto   singolare; 
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quindi  per  la  R  {x)  saranno  singolari  tutti  i  punti 
dati  da  x^"^  =  1,  ossia  i  punti: 

2.7/  4/tt  2(mfc— 1)^« 

1,    e^^*--  ,     ^"'^...,      e     "^^      .  (3) 

In    questi   punti  la  P  [x)  —  R  (^),  che  ha  l'ag- 
ii 

gio  di  convergenza  rt"'^>l,  è  regolare,  quindi 
essi  sono  punti  singolari  per  la  P{x)  qualunque 
sia  k. 

L'insieme  dei  punti  (3)  corrispondenti  a  tutti  i 
possibili  valori  di  k  è  denso  su  tutta  la  circonfe- 
renza unità,  quindi  (art.  126)  tutti  i  punti  di  que- 
sta sono  punti  singolari  di  P(x),  la  quale  pertanto 
non  è  continuabile  all'esterno  del  cerchio  unità. 

La  P(^),  come  si   è   già  accennato,  si   ottiene 

ah 

dalla   (1)   sostituendo  a  ciascun  termine 

a  —  07"'/' 

il  suo  sviluppo: 


ah    ^  /aj'^AV 
a   r=o\  a    ] 


ed  ordinando  rispetto  alle  potenze  di  x.  Ora,  poi- 
ché la  (1),  per  valori  di  x  positivi  e  non  maggiori 
di  1,  è  formata  di  termini  positivi,  e  gli  sviluppi 
che  si  sostituiscono  ai  singoli  termini  hanno  pure 
tutti  i  loro  elementi  positivi,  la  serie  ottenuta  me- 
diante la  sostituzione  sarà  assolatamente  conver- 
gente, e  così  pure  lo  sarà  la  P{x)  che  se  ne  de- 
duce mediante  spostamenti  di  termini.  La  P(x)  è 
dunque  convergente  per  a?  -  1,  ed  essendo  a  coef- 
ficienti positivi  sarà  a  maggior  ragione  conver- 
gente per  ogni  X  di  modulo  1,  cioè  in  ogni  punto 
della  circonferenza  unità. 
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Assoggettando  le  an  a  nuove  condizioni,  potremo 
far  sì  che  anche  tutte  le  derivate  di  P{x)  sieno 
convergenti  su  questa  circonferenza. 

Scomponendo  ciascun  termine  della  (I)  in  fra- 
zioni semplici,  e  designando  con  ^h  una  radice  pri- 
mitiva dell'unità  d'ordine  mn ,  si  ha:  * 


F(x)^- 


oo 

V 

7l=l 


1 


nih  a 


mh-l 


t=0  t      J_ 

X  —  ì,   amji 


*  So  si  ha  la  frazione  razionale  ^-^-,  dove: 

f[x)=  n   [x—bt) 

e  le  bt  si  suppongono  tutte  diverse  tra  loro;  la  decomposi- 
zione in  frazioni  semplici  è  data  dalla  formola  : 

fjbt) 

fj^)^      n        f'(bt) 

Nel  caso  nostro  si  ha: 

f  {x)  _       a,, 


bt' 


—  Clh 


9{x)       a-  x"^^       x'^^-a 

?{x)=     n     \x-B^^   a  h   ; 

segue  : 

ah             mh~l               —  ah                      1 

1 
oTh 

1         m.-l       4  «'^ 
mh  a  niji              x  —  t^   crn 
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da   cui,  essendo  lecita  la  derivazione  termine   a 
termine,  si  ricava  per  F^^'^x)  l'espressione: 


(-l)'-ir!    S 


1 


nth—l      *- 


ah 


^^^^  t=o    I  t     ±V+^ 

Wh  a  ""*  \x  —  e^^  anihì 

Ora,  per  I  ir  I  :^  1,  si  ha: 


X  —  £^^  attih    ^  amn  —  1  ; 

d'altra  parte,  se  k  è  un  numero  positivo: 
e^-ì>  k, 

da  cui  in  particolare,  ponendo  A:=  — Iga: 

rnii 


r"  — 1>  —  Iga. 


Ne  segue: 
e  quindi: 

I  F^r)  (^)  I  < 


X—  Zj^  aniH 


>  —  Ig  a, 
mh 


,  ?  r_i_       /iga\-'-n 

h=\  I  '^*^-  \  mji  I  I 

\_mha  "'*  J 


ri 


f  oo 


.  f  oo 


rt  Ig^'+i  a  h-- 

VlVAKTI. 


'-   anamninh^'^'^K 


r\ 


lg^+^  a  h=\ 


-  ah  mh' 


+1 
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Sottoponiamo  le  m  alla  condizione: 
_1 


ah<     ^  , 


h-r-\ 


h 


avremo  allora: 
Ma: 

00  1  r+1  1  00  1 

V  V  ^  !  V  -^  

h  h  h 

r+1            1                    00             1 
=     V      1 p     V     1 ^ 

r+1  1  00         1 

ora  quest'ultima  serie  è  convergente  perchè: 

mr+2  ^  2, 

quindi  è  convergente  anche  la  serie  del  primo 
membro.  Ne  segue  che  F^^Hx)  ha  valore  finito 
per  ogni  x  di  modulo  ^  1.  Collo  stesso  ragiona- 
mento di  prima  se  ne  deduce  che  P(^)  {x)  ò  finita 
per  ogni  x  di  modulo  ^1. 

Si  è  adunque  costruito  una  serie  di  potenze  as- 
solutamente convergente  insieme  alle  sue  derivate 
in  tutti  ì  punti  della  sua  circonferenza  di  conver- 
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genza,  e  di  cui  tutti  questi  punti  sono  punti  sin- 
golari. ^ 

268.  Si  è  veduto  che,  se  la  funzione  f{x)  rap- 
presentata dall'espressione  aritmetica  F(x)  ha  un 
punto  singolare  e,  può  avvenire,  non  solo  che  F(x) 
e  tutte  le  sue  derivate  sieno  finite  in  e,  ma  inoltre 
che  la  serie: 

?;li?'W(c)(a;-c)'-  (1) 

abbia  raggio  di  convergenza  diverso  da  zero. 

Supponiamo  in  particolare  che  la  f{x)  abbia 
per  campo  d'esistenza  il  cerchio  unità,  e  sia  quindi 
rappresentata  completamente  da  un  unico  ele- 
mento P{x)  avente  per  punti  singolari  tutti  i 
punti  della  circonferenza  unità.  Si  domanda  sé  può 
avvenire  che  tutte  le  serie  (1)  relative  a  questi 
punti  abbiano  raggio  di  convergenza  diverso  da 
zero. 

Pringsheim  ha  dimostrato,  con  una  considera- 
zione assai  semplice  fondata  sulla  teoria  delle  fun- 
zioni di  variabili  reali,  che,  preso  un  arco  qua- 
lunque di  quella  circonferenza,  il  limite  inferiore 
dei  raggi  di  convergenza  delle  serie  (1)  relative 
ai  punti  di  tale  arco  è  necessariamente  zero. 

Noi  ci  limiteremo  a  sviluppare  un  esempio  nel 
quale  è  facile  constatare  l'avverarsi  di  questa  cir- 
costanza. 


*  Possono  anche  costruirsi  serie  convergenti  non  assolu- 
tamente sa  tutta  la  circonferenza  di  convergenza;  v.  Pring- 
sheim 166. 
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Abbiasi  T  espressione  : 

oo      1 

F{x)—    ^   77  e«'^»,  (2) 

h=0  II  ! 

dove  a  è  un  numero  intero  maggiore  di  1.  Posto 

x  =  u  -\-  iv.,  si  ha  : 

F{X)=     2    l^aM-^+m), 

hz=Q  n  ! 

e  la  serie  dei  valori  assoluti  dei  termini  di  F{x) 
è: 

oo     i 

h=o  h  ! 

Ora,  presa  «y  ad  arbitrio,  può  scegliersi  un  nu- 
mero n  tale  che  sia: 

d'altra  parte  per  v^O  si  ha: 


quindi: 

e»       1  °°       1 

7iz=n  /i  !  h=n  h  ! 


e  la  serie  (2)  è  assolutamente  ed  uniformemente 
convergente  in  tutto  il  semipiano  superiore  all'asse 
reale,  compreso  l'asse  medesimo. 
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Lo  stesso  può  dirsi  di  tutte  le  sue  derivate.  Si 

ha  infatti: 

oo      1 

71=0  ni 
la  serie  dei  moduli  dei  termini  è: 

00        1 

/i=0  h  ! 

Confrontando  questa  colla  serie  convergente: 

?  1 
h=Qh\ 


V     _^rfe  =  ea'-^ 


si  ottiene  il  risultato  voluto. 

Consideriamo  ora  lo  sviluppo  (l)  in  serie  di  Tay- 
lor nell'intorno  d'un  punto  e. 

Dimostreremo  che,  fatta  un'ipotesi  particolare 
intorno  ad  a,  questo  sviluppo  ha  raggio  di  con- 
vergenza diverso  da  zero,  anzi  infinito,  per  un  in- 
sieme di  punti  denso  su  tutto  Tasse  reale,  ed  ha 
raggio  di  convergenza  nullo  per  un  altro  insieme 
di  punti  della  stessa  natura. 

Prendiamo  il  punto: 

dove  m  è  un  numero  intero  qualunque.  Sarà: 

F(c)=    ^     Ì-,e       ^        -^     =    2    ±(.iyna^^la\ 


7i=0 


h=oh 
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Se  supponiamo  a  un  numero  dispari  della  forma 
4  ^'  +  3,  avremo  : 


(—  !)'"«''=:(-    1)» 


quindi  : 


cx)    /        iVì 
7»=0       h\ 


Inoltre  : 


F^r){c) 


7i=o  /^  ! 


7i=0       Ai! 

La  (1)  diviene  dunque  pel  punto  e  considerato: 
(—\)m   ?  —ir+^e-^'ix  —  cy'',  (3) 


ora: 


ir+\  p—a^ 


ri 


<vr 


*  Basta  ricordare  che  le  potenze  dispari  di  a  sono  della 
forma  4  k  -\- S,  le  sue  potenze  pari  della  forma  4^-  +  1,  per 
modo  che  può  scriversi: 

kh  denotando  un  numero  intero.  Si  ha  inoltre: 

^•4  =  1,    i±\=  ±  /, 
quindi; 

iah    ==  Ukh    i(-i^''  ;=  (—  1)''  i. 
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sicché  i  coefficienti  della  (3)  sono  in  valore  asso- 

oo     i 

luto  minori  di  quelli  della  serie    ^   — ;  (^  —  cY  , 

r=o  y  ! 

che  ha  raggio  di  convergenza  infinito.  Pertanto  la 
(3)  ha  raggio  di  convergenza  infinito. 
Consideriamo  ora  il  punto: 


C  = : , 


a^ 

dove  (/  è   un  numero  intero  positivo   qualunque. 
Avremo  : 

h=Q  ni 

5-1     1        (j7»-2,- j  ,,j^      j  -r  00       l        a»-2»  (m-hjr-) -T 

h=oh\  h=qh\ 


'^H^ohl'  '  ^     ^        \=5     hi 

;i=o  hll  J 

Ora,  poiché: 


e 


donde  : 

a*-4t  Im-I— ri  TT 
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e  poiché  inoltre: 


^-1  1 


sarà: 
'^-i  1 

h 


quindi: 

I  i^(c)  |<2g-f6-i<2(7  +  l. 

Analogamente: 

7i=o  h  !  ~ 

+    ^   Y-,a'-^  e        \      2/ 

/1=2  /i  !  J 

71=0  /^  !  ~ 

7i=?        ^  !  J 

h=o     hi  J 
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Ora: 

g-ì     1 

quindi: 

I  F(»-^  (c)\<2q  a'-'i  +  e-^'-  <(2q  +  1)  a»'^. 

I  coefficienti  della  (1)  sono  dunque  pel  punto  e 
considerato  minori  in  valore  assoluto  dei  corri- 
spondenti della  serie: 

ex:     fiì-g 

che  ha  raggio  di  convergenza  infinito,  come  si  vede 
osservando  che  essa  può  scriversi: 


oo     i 

(2  g  -+-  1)    ^    —  [a^  (x  -  c)y 

r=0  r  i 


Ne  segue  che  la  (1)  ha  raggio  di  convergenza 
infinito. 
I  punti: 


(m  +  1). 


a^ 


71 

te  =  0,1,2,...)  (4) 


formano  un  insieme  denso  su  tutto  l'asse  reale; 
cioè,  preso  un  numero  reale  qualunque  d  ed  un 
numero  positivo  qualunque  e,  può  trovarsi  uno 
dei  numeri  (4)  che  differisca  da  d  in  valore  asso- 
luto per  meno  di  ^. 
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Prendiamo  a  come  base  d' un  sistema  di  nume- 
razione; un  numero   reale  qualunque,  p.  es.  — , 

71 

sarà  rappresentato  da  uno  sviluppo  finito  od  infi- 
nito della  forma  seguente: 

dove  Pq  è  un  numero  intero  positivo,  nullo  o  ne- 
gativo, Pi,  p.?, . . .  sono  numeri  interi  non  negativi 
e  minori  di  a. 
Supponiamo  dapprima  lo  sviluppo  finito,  cioè: 

2^  =  „„+^  +  ^  +  ...  +  ^^ 
-^  a        a^  a'i 

y>o  gg  +  jPi  gi-^  +  . . .  4-  ??g  n 

~  al  ~~€fi  ' 

dove  n  è  un  numero  intero.  Se  w  è  dispari,  posto 
n  =  2  w  +  1,  si  ha: 


d 


(^  +  Ì)" 


al 


sicché  d  è  uno  dei  punti  (4).  Se  n  è  pari,  trovato 
un  numero  intero  e  positivo  s  tale  che  sia: 


2a« 
e  preso  un  numero  intero  t  maggiore  di  s  e  di  g, 
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si  ponga: 

—  JL  (_!L  _i-  _L\  =  (h  a^-"^  -i-  1)  ^ 
^~  2  Va?     '    aW""         2a^ 

Poiché  n  è  pari,  n  a^~?  +  1  è  dispari,  e  e  è  uno 
dei  punti  (4);  inoltre  si  ha: 

Se  invece  lo  sviluppo  (5)  è  infinito,  potrà  scri- 
versi : 

as   "^  a'+\  "^  •  •  •  ' 

e  quindi,  come  è  noto: 

w  +  1       2  (^        n 

ossia: 

■~T«^"^'^^2a«  • 

L'uno  0  l'altro  dei  due  termini  estremi  è  uno 
dei  numeri  (4),  ed  ambidue  differiscono  da  d  per 
meno  di  ^,  sicché  l'asserto  resta  dimostrato. 

Prendiamo  invece  a  considerare  i  punti: 

c=-^(?  =  0,l,2,...),  (6) 

e  supponiamo  dapprima  ^  =  0,  cioè  c  =  rriT^. 
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Avremo  : 

00        1  00        1 

oo      1  cx)    f^rh 

;ì=o  Ai  !  /i=o  h  ! 

la  (l)  diverrà: 

00    P'  ^a>' 

(-l)"*,,^,^!-(«'-c)'--  (7) 

Ora,  poiché  (art.  265)   a^  >  r^,  inoltre   eviden- 
temente r  !  <  r^  ,  ne  segue  : 


i'S>V^? 


!!1 


ma  —  cresce  indefinitamente  insieme  ad  r,  quindi 
r 

lo  stesso  può  dirsi  di  w  —,  e  la  serie  (7)  ha  (ar- 
ticolo 90)  raggio  di  convergenza  nullo. 
Sia  ora  q>0.  Si  ha  : 

00     i 

7i=0  h  ! 
g-1    l  .  °°      1  1 

h^q  hi  J 


h-0  h  !  /i=g 


[g-i  1  °°    1        1 

A=0  hi  h=gh\         j 

fQ—i     1  1 
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Ora: 

(?-i   1  \  . 

^  -n  «'*''  (g«^'-2»»^*'—  (  -  1)'»)  i  ^ 
7i=o  n  !  j 

g-l    l 

7i=o  n  ! 

(l'altra  parte,  qualunque  sia  g,  può  trovarsi  (arti- 
colo 265)  un  numero  h  tale,  che  per  ogni  s>h 
sia  : 

e^  >  s^^, 

e  quindi  un  numero i  tale,  che  per  ogni  r  >y  sia: 

inoltre  per  s  abbastanza  grande  si  ha: 
s^*  >  4  g, 

ossia: 

a^rq  >  4  g, 

onde: 

e«'">4ga''^. 

Ne  segue,  da  un  certo  valore  di  r  in  avanti: 
\F(*-)(c)\>e^'-  —  2qa''^>—e^'', 

sicché  nel  caso  considerato  i  coefficienti  della  (1) 
sono  rispettivamente  maggiori,  in  valore  assoluto, 
di  quelli  della  serie: 

1    ?   e«'* 
-2l,V-&--'^'^ 
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che,  come  risulta  da  ciò  che  si  disse  poc'anzi,  ha 
raggio  di  convergenza  nullo. 

Dunque  la  (1)  ha  raggio  di  convergenza  nullo 
in  tutti  i  punti  (6).  Questi  punti  costituiscono  un 
insieme  denso  su  tutto  l'asse  reale,  come  si  di- 
mostrerebbe ripetendo  il  ragionamento  sviluppato 
riguardo  ai  punti  (4). 

Se  nell'espressione  F(x)  si  fa  il  cambiamento 
di  variabile: 

y  =  e^S 
si  ottiene  dalla  (2)  la  serie  di  potenze: 

~   1 
;i=o  li  ! 


*(2')=?:„fi-<- 


Osservando  che  F(x)  è  convergente  per  i;^0, 
e  che  \  y  \  =  e~^,  se  ne  deduce  che  ^  {y)  è  con- 
vergente per  I  2/  I  ^  1.  La  circonferenza  unità  del 
piano  y  corrisponde  all'asse  reale  del  piano  x\  e 
però  su  quella  circonferenza  v'  è  un  insieme  denso 
di  punti  in  ciascuno  dei  quali  lo  sviluppo  di  Tay- 
lor ha  raggio  di  convergenza  infinito  ed  un  altro 
insieme  denso  di  punti  in  ciascuno  dei  quali  esso 
ha  raggio  di  convergenza  nullo. 

269.  Ecco  finalmente  come  Pringsheim  dimo- 
stra (cfr.  art.  263)  che  il  caso  più  generale  per  le 
serie  di  potenze  è  quello  in  cui  tutti  i  punti  della 
circonferenza  di  convergenza  sono  singolari. 

Abbiasi  una  serie  di  potenze: 

oo 

P{x)=   ^   aiix^. 
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il  cui  raggio  di  convergenza  sia  1,   e  i  cui  coeffi- 
cienti sieno  reali  e  positivi. 

Scegliamo  una  successione  di  numeri  interi  po- 
sitivi 7^1,  ^2, . . ,  ciascuno  dei  quali  sia  multiplo  del 
precedente,  e  scindiamo  la  serie  P(x)  in  due,  di 
cui  r  una  Q  (x)  formata  dai  termini  dove  figurano 
gli  esponenti  rrii^  ^^zi  •  •  •  >  1'  altra  R  (x)  dai  rima- 
nenti, sicché: 

Pix)  =  Q  (x)  +  R{x)=  1    amr  x^*'-  +  R  (x). 

lliguardo  alla  Q  (x),  ripetendo  un  ragionamento 
già  fatto  nell'art.  267  si  dimostra  che  tutti  i  punti 
della  circonferenza  unità  sono  per  essa  punti  sin- 
golari. Ora,  perchè  P(x)  abbia  su  questa  circon- 
ferenza un  insieme  non  denso  di  punti  singolari 
(e  quindi  sia  continuabile  al  di  là  di  essa),  bisogna 
che  le  singolarità  di  Q  {x)  distruggano  in  parte 
quelle  di  R  (a:),  e  per  conseguenza  bisogna  che  tra 
i  coefficienti  delle  due  serie,  o,  ciò  che  è  lo  stesso, 
tra  i  coefficienti  della  serie  P(a?),  esistano  delle 
relazioni.  Se  pertanto  questi  coefficienti  sono  tra 
loro  affatto  indipendenti,  tutti  i  punti  della  cir- 
conferenza di  convergenza  sono  punti  singolari  per 
la  serie  considerata. 
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